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2. Uberblick

2.1. Schwerpunkte in diesem Kurs

» Grundlagen funktionaler Programmiersprachen

» Konzepte funktionaler Programmiersprachen

» Praktische Relevanz und Anwendung der funktionalen Programmierung
» Funktionale Programmiersprache Haskell

Begleitet von Ubungen um obige Techniken konkret anzuwenden

Vorlesung
2 SWS mit Grundlagen und Live Programming

Ubung
2 SWS mit Programmierung und angewandter Vertiefung

Voraussetzungen

Grundlegende Kenntnisse der Mathematik, Grundlegende Programmier-
fédhigkeiten

Projekt
101companies Projekt als Beispielsthema

2.2. Literatur

Vorlesungsskript
Die Inhalte der Vorlesung werden sukzessive bereitgestellt
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Funktionale Programmierung: in OPAL, ML, HASKELL und
GOFER

Peter Pepper, Springer Berlin, 2003.

Pepper

Funktionale

Programmierung
in OPAL, ML, HASKELL und GOFER

Programming in Haskell
Graham Hutton, University of Nottingham, Cambridge University Press,

2007
'. s‘ Graham Hutton

Programmin
in Haskell

y& 4
. J
Haskell Intensivkurs

M. Block and A. Neumann, Springer, 2011
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Xpert.press

Marco Block
Adrian Neumann

Haskell

Intensivkurs

@ Springer

2.3. Software
Verwendete Software (Vorlesung und Ubung):

Glasgow Haskell Compiler

http://haskell.org/ghc/download.html
Wird von der Kommandozeile aus benutzt:
$ ghci

GHCi, version 6.10.4:
http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help

Loading package ghc-prim ... linking ... done.
Loading package integer ... linking ... done.
Loading package base ... linking ... done.

Prelude> let sq x = x*x
Prelude> sq 3
9

Leksah

http://leksah.org

PD Stefan Bosse
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Grafische Entwicklungsumgebung fur Haskell

@ Leksah File Edit Workspace Package Debug Panes View Configuration Help
800 Leksah: hamish > leksah-0.8.0.6
DBEEX 9 |a|l+8F 8 @ did e mm gL
ClassHierarchy.hs 3¢ ‘Cﬂmmﬂ"d‘hsx ‘ P““g“"‘“”“x‘ ® Package O Workspa O System [J Imports [ Blacklist
75 DOS IS PACKAge COMTATn & IIDrary? |
626 1) Module Package Interface
627 ]+ extras) e -
629 update 1 (uildinfo] > Int > (Buildinfo —> Building v Command leksah-0.8.0)
630 “Fda‘ce bis index fu s Cumnlelmn leksah-0.8.0
631 " mal (\(b1,ind) > if ind == index
632 [:Whaseazon B
633 | csc Base. map @r xs@ is the list obtained by applyi
634 napaccun N
napAccunt soa ER] = (5L £ %2 .. £ )
636 buil Jxa, 0 = e, E x .1 3
637 buil MapAccunLM o I )
& napAccunLNat map :: forall a b. (a -> b) —> (a] —> (b] =
640 mapAccumk —- base-4.2.0.0:GHC.List i
641 mapAccumRWithKey -- | 'GHC.Base.map’' €f xs@ is the list obtained by applyi
g2 nmapAccunii thkey ——  of éxs@, i.e., ‘
643 N B -- @ map f [x1, x2, ..., xn] == [f x1, f x2, ..., £ xn]
644 mapadjust Z Cmapt (xt,x2, i) == (£ x1, £ x2, ..- [ searen
645 i — !
95 mapallBuildInfo | ]
ods mapAlter’ map :: forall a b. (a -> b) -> [a] -> [b]
0 mapandrecoverl -~ base-4.2.0.0:GHC. Base ‘
— 'GHC.Base.map' €f xs@ is the list obtained by applyi
&0 napAndunzip - o, Dase,map’ Y apply:
651 mapandunzip3 2 G map £ (X1, X2, ..., xn] == [f X1, £ X2, ..., £ xn] gﬁ
a2 mapAndUnz ip3n 2 Tmap £ (xL, %2, .ii) == (£ x1, £ x2, ...]
654 mapAndUnz ipaH map s forall a b. (a -> b) - [a] -> [b] jil/leksah/I( g
655 napandunzipBagh l/leksah-s
- base-4.2.0.0:Data.List -
657 mapAndunz ipH | renc. pase. map’ 4 xo8 is the list obtained by applyi itk tk.cz
| 658 | maparray [¥) - _of éxs¢, i.e ~ b2
—yﬁx o] pila \ B |
PackageEditor.hs hamish > leksah-0.8.0.6 INS Ln 631,Col &

2.4. Ziele

1. Die Studierenden beherrschen das Paradigma der funktionalen Program-
mierung und eine entsprechende Programmiersprache wie etwa

» Haskell
» OCAML
» JavaScript
2. Die Studierenden kénnen einfache algorithmische Probleme und Daten-
strukturen funktional modellieren und koénnen dabei Funktionen hoherer
Ordnung und Typkonstruktoren wie etwa

» Funktoren, Monaden und Monoiden einsetzen

3. Die Studierenden kennen typische Szenarien der funktionalen Program-
mierung etwa im

» Bereich der Numerik oder im

» Kontext der Daten-/Web- oder parallelen Programmierung.

2.5. Inhalte

1. Funktionen mit der Mathematik als Ausgangspunkt — Mathematis-
che Funktionen als “Programmiersprache”

PD Stefan Bosse 6
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2. Einflihrung in die Programmierung mit Haskell

3. Mehr iiber Funktionen: Funktionen als Werte, Funktionen héherer Ord-
nung, Anonyme Funktionen, usw.

4. Typisierung
» Wie kann man Daten strukturieren und strukturiert verwenden

» Wie kann man Typen benutzen um Randbedingungen zu
beschreiben, z.B., welche Art von Daten konnen mit einer Funktion
verarbeitet werden

» Wie kann man Daten unterscheidbar machen (Im Programm fiir den
Ubersetzer und zur Laufzeit)

» Wie kann man Typen konstruieren - alles nur eine Funktion?

5. Anwendung der funktionalen Programmierung

2.6. Ubung

Mo. 16:00 s.t. in M 201
Umfang: 2SWS
Marcel Heinz

Ablauf der Ubung:

» Besprechung der Losungen zu den letzten Assignments

» Vorbereitung auf die neuen Assignments mit Live-Programmierung
Formalitdten:

» Es gibt 9-12 Assignments-

» Abgaben werden in SVN hochgeladen.

» Vorschlag bzgl. der Zulassung: siehe “Exam admission rules” hier:
http://www.softlang.org/course:fp17

1 3/4 der Abgaben miissen mindestens eine Bewertung von 1 Punkt
bekommen.

[ 1/2 der Abgaben miissen eine Bewertung von 2 Punkten bekommen.

» Alles, was in der Ubung programmiert wird, wird hoch geladen.

PD Stefan Bosse 7
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2.7. Geschichte

object-oriented imperative concurrent functional logic
languages languages languages languages languages
1950
(procedural)
Lisp I
[ ALcor60 ) ComoL PN m— 1 1960

ALGOL68

\-. [ Pascar ) N 1970
SMALLTALK i| Y

=
MobpurLa

& ; 1980
ADAS3 I
N T Y —— DT
-_._‘_> (JavaScript).
|
-1 2000

Abb. 1. Historische Entwicklung der Programmiersprachen und deren Klassi-
fizierung

2.8. Ubersicht der Programmiersprachen

Imperative Sprachen

Folge von nacheinander ausgefiihrten Anweisungen;
Spezifikation wie berechnet werden soll

» Prozedurale Sprachen

[ Variablen, Zuweisungen, Kontrollstrukturen

PD Stefan Bosse 8
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» Objektorientierte Sprachen
1 Objekte und Klassen
[ ADT und Vererbung

Deklarative Sprachen

Spezifikation dessen, was berechnet werden soll;
Compiler legt fest, wie Berechnung verlduft

» Funktionale Sprachen
[ keine Seiteneffekte
1 Rekursion

» Logische Sprachen

1 Regeln zur Definition von Relationen

2.9. Funktionale Programmierung - Warum?

» Funktionale Programmierung kann schwieriger zu Erlernen sein als proze-
durale und objektorientierte Programmierung

» Aber: Mit funktionaler Programmierung lassen sich Programmierfehler

reduzieren
st INPUT x
; \ Funktionale Programmierung
\
vl
e \ FUNCTION f:
\
r v
i \
g \
k N . Objektorientierte Programmierung QUTPUT f(x)
e S~
: S~ - Prozedurale Programmierung

Programmierfehler

» Probleme in der prozeduralen/imperativen Programmierung:

[ Nicht beobachtbare Seiteneffekte durch globale/geteilte Variablen

PD Stefan Bosse 9
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d Prozeduren statt reine Funktionen

Reine Prozedur
Funktion —yS— als
Funktion
Eingabe Eingabe
Nicht
beobachtbare
- Seiteneffekte!
7 Globale und
geteilte Variablen
Ausgabe Ausgabe

2.10. Kenntnis verschiedener Sprachen

Eigene Ideen bei der Software-Entwicklung kénnen besser und eflizienter
ausgedriickt werden

Notig, um in konkreten Projekten geeignete Sprache auszuwéhlen

Erleichtert das Erlernen weiterer Programmiersprachen

Grundlage fiir den Entwurf neuer Programmiersprachen

PD Stefan Bosse
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2.11. Funktionale Programmierung - Geschichte

1930

Alonzo Church entwickelte den Lambda Calculus, eine einfache und aus-
drucksstarke Theory und Notation von Funktionen

1950

John McCarthy entwickelte Lisp, die erste Funktionale Sprache, mit etwas Ein-
flul vom Lambda Calclus, aber noch mit Speichervariablen und Zuweisungen

1970

PD Stefan Bosse 11
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Robin Milner und andere entwicklten ML, die erste moderne Funktionale
Sprache mit Typinferenz und polymorphen Typen

1987

Haskell

A Purely Functional Language

Ein internationales Kommitee von Forschern starteten die Entwicklung von
Haskell, eine standardisierte Funktionale Sprache mit Bedarfsauswertung (lazy
evaluation)

2.12. Funktionale Programmierung - Haskell

» Haskell-Interpreter ghci

1 Eingabe: Auszuwertender Ausdruck

1 Ausgabe: Ergebnis des ausgewerteten Ausdrucks
>» Bsp:

1 Eingabe: sum [15, 36, 70]
1 Ausgabe: 121

Interpreter

» Fiihren jede Zeile des Programms nacheinander aus.

PD Stefan Bosse 12
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» Vorteil: Keine vorherige Ubersetzung nétig, gut zur Programmentwick-
lung geeignet.

» Schnelles Testen und steile Lernkurve
» Nachteil: Ineffizienter als Compiler

» Ausnahme: Interpreter mit Just-in-Time Ubersetzern (z.B. JavaScript und
V8 Maschine)

2.13. Interpreter

Edit
Keyword Symbol
lookup lockup
Value of Literal [« %
K variable: Ope;ator value: [=]
e 10 5 )
e ]
3 3
i -
[&] Address of expression -
PRINT 5
foune Value: I
15 2
£
Execute
code
Display on
screen:
15
© Infobase PuBlishing Execute

Abb. 2. Interpreter Zyklus: Editieren — Ubersetzen — Ausfiihren

3. Einfiihrung in die Funktionale Program-
mierung

PD Stefan Bosse 13
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3.1. Mathematik

» Mathematik ist Funktionale Programmierung ;-)

» Mathematische “Methoden”: Funktionen, Ausdriicke (Terme), sym-
bolische Variable, Werte!

» Mathematische Funktionen bestehen aus Termen und berechnen ein
Ergebnis

» Mathematische Funktionen sind zeit- und zustandslos
Die Ergebnisse einer Berechnung hangen nur von den aktuellen

Werten und nicht von Berechnungen aus der Vergangenheit ab —
Kein Speicher!

» Eine symbolische Variable ist daher nur eine Ausdruckssubstituierung

» Mathematische Funktionen beschreiben Zusammenhénge und nicht im De-
tail die Berechnung:

Was und nicht Wie!

3.2. Terme
» Terme sind Ausdriicke und bestehen aus:

1 Werten (Konstanten)l 1.0 3.14 (-1,1)
d Symbolischen Variablena b ¢ ..
d Operationen + - * / mod ..

J Konditonalen Ausdriicken

a+1 { 1,a < 100

a=117,b:m,cz 27(12100

3.3. Zusammengesetze Werte

Vektoren
» Bindung von Werten des gleichen Typs (z.B. aus N)

» Einzelne Elemente konnen durch einen ganzzahligen Index ausgewéhlt
werden

PD Stefan Bosse 14
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Tupel

» Ein Tupel ist eine Bindung von verschiedenen Werten u.U. unter-
schiedlichen Typs

Notation eines n-stelligen Tupels: <wy,vs,v3,..,04>
Beispiel komplexe Zahlen: <real,complex> :

Beispiel mehrsortiges Tupel: <True,1> € B x N

YyYYYVvYYy

Anders als bei einem Vektor kann man einzelne Werte nicht direkt in-
dizieren

\

Man benotigt Musteranpassung um einzelne Elemente eines Tupels lesen
zu konnen (wird spéter eingefiihrt)

3.4. Typen

» Werte, Variablen, und Funktionen kénnen ganz verschiedene Werttypen
(Datentypen) besitzen und verarbeiten

Die Menge aller ganzen Zahlen - unendlich grof§ aber abzdhlbar! {..,-2,-
1,0,1,2,..}

Die Menge aller natiirlichen Zahlen - unendlich grof3 aber abzéhlbar!

Die Menge aller reeller Zahlen - unendlich gro und nicht abzdhlbar!
{..,3.14,..}

Boolesche Werte {0,1} oder {False, True}

C
Die Menge aller Textzeichen (alphanumerisch) {a,b,c,d,..}

» In Programmiersprachen ist hdufig die Zuordnung eines Wertes zu einem
Typ nicht unmittelbar eindeutig, z.B. 0 € R,N,I

PD Stefan Bosse 15
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3.5. Funktionen

» Eine Funktion bildet Werte (Argumente) von Eingabevariablen a,b,c,..
(Parametern) auf Werte durch Ausgabevariablen z,y,2,.. (Ergebnisse) ab,
d.h. sie fithrt eine Berechnung durch:

f(a’ b, C7") : (a’ b, C7") 4) (x7 y’ Z7")
f:R* - R™

» Man unterscheidet:

1 Funktionsdefinition (Algorithmus)
1 Funktionsdeklaration (Typisierung)

[ Funktionsappliaktion (Anwendung und Evaluierung einer Funk-
tion)

sq(z) =z xx
sq(z) :R—=R
a=sq(2)+1

Formal

Def. Funktion: Eine Funktion f ist ein Tripel <D¢,W¢,R¢> aus drei Men-
gen: Definitionsmenge D¢, Wertemenge Wy, und einer Relation R

Definitionsmenge Dy
Die Menge aller Eingabewerte. Z.B. die Additionsfunktion (+) kann die
Definitionsmenge Df = N x N = {, | ..} besitzen.

Wertemenge W;
Die Menge aller Ausgabewerte (alle moglichen Berechnungsergebnisse). Z.B.
die Additionsfunktion (+) konnte die Wertemenge Wy = N=1{0,1,2, .. }
besitzen.

Relation R¢
Die Relation verkniipft Eingabewerte mit Ausgabewerten. Im Beispiel der
Addition wire dies Ry = { <,0>, .. , <,5b> .. }

PD Stefan Bosse 16
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Diagramme

» Funktionen kann man als Blocke in Diagrammmnotation darstellen

» Jeder Funktionsblock hat Eingangsports (die Funktionsparameter) und
ein oder mehrere Ausgangsports (Ergebnisvariablen)

Beispiel: Wurfweite

» Mathematisch:

vy .
w= -2 sin2¢p

» Block:
weite weite
—= Up 10 — o g
4 sin2p |- %sin2p 88279858
—~p 7 30° —{¢

Links: Funktionsdefinition, Rechts: Funktionsanwendung mit konkreten Werten

3.6. Funktionen und Datenfluss

» Das Blockdiagramm ist hierarchisch. Die Implementierung einer Funk-
tion wird durch Unterdiagramme spezifiziert (Funktionale Komposition).

» Die Auswertung von Ausdriicken kann man sich leicht als Datenfluss
durch ein Netz von Funktionskésten (Blocken) vorstellen.

» Zum Beispiel kann die obige Formel zur Berechnung der Wurfweite folgen-
dermaflen visualisiert werden (wobei hier der Fluss nicht von oben nach
unten, sondern von links nach rechts lauft)

PD Stefan Bosse 17
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Funktions-
applikation

8.8279858

Funktions-
. definition

3.7. Funktionsrekursion

» Rekursion ist der Selbstaufruf einer Funktion
» Beispiele: Fakultit und Fibonacci
1 ,n=20 n ,n <2

faC(n)={nfaC(n_1) >0 fib(n):{fib(n—2)+fib(n—1) >0

» Was ist zu beachten?

Terminierung

» Eine Rekursion benétigt ein Terminierungskriterium!
» Gefahr: Endlosrekursion
» Zwei dhnliche Beispiele:

sumq(x) = 0,2<0
B 24 sumg(z—1),2>0

sumg(x) = 0,2 =0
2T o4 sumg(z —2), 2 #0

Wo ist das Terminierungskriterium definiert?
Terminieren beiden Funktionen garantiert???

Was passiert technisch bei Endlosrekursion?

Y Y VYY

Man unterscheidet zwei Arten der Rekursion, die erhebliche Auswirkungen
zur Laufzeit und auf die Programmausfiithrung haben kénnen:

PD Stefan Bosse 18
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[ In vielen Programmiersprachen werden Funktionsaufrufe mittels
eines Stackspeichers realisiert.

[ Bei jedem Funktionsaufruf wird ein Satz “neuer” Funktionsparameter
auf dem Stack erzeugt — Stack Uberlauf!!!

End (Tail) Rekursion

» Rekursionsaufruf einer Funktion am Ende der Funktion bzw. des Aus-
drucks ohne weitere Berechnung

» Vorteil dieser Funktionsdefinition ist, dass kein zusétzlicher Speicherplatz
zur Verwaltung der Rekursion benétigt wird

Kopf (Head) Rekursion

» Rekursionsaufruf einer Funktion am Anfang oder in der Mitte der Funk-
tion bzw. des Ausdrucks mit nachfolgender Berechnung.

» Jede Kopfrekursion kann durch eine funktionale Transformation in eine
Endrekursion tiberfiihrt werden

» Folgendes Beispiel zeigt den Unterschied zwischen Kopf- und Endrekursion
und den Einflufl von Akkumulatoren fir Zwischenergebnisse

Kopfrekursion (!)

sum(n) = 0,n =0
"1 n+sum(n—1),n>0

» Die letzte Berechnung die durchgefithrt wird ist die Addition (+)!
» Solange wird der Funktionsparameter n noch benétigt!
Endrekursion
sum(n) = addsum(0,n)

m,n =0

addsum(ma n) = { addsum(m + n,n — ]-)7 n>0

» Das Laufzeitverhalten unterscheidet sich grundsatzlich (Stack):

PD Stefan Bosse 19
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Kopfrekursion
sum(3) = 3 + sum(2) Stack [n;=3]
sum(2) = 2 + sum(1) Stack [n;=3,n,=2]
sum(1) = 1 + sum(0) Stack [n;=3,n,=2,n3=1]
sum(0) = 0 Stack [n;=3,n9=2,n3=1,n,4=0]

sum(1) =1 + 0 =1
sum(2) =2 + 1 =3
sum(3) = 3 + 3 =6

Endrekursion
sum(3) = add_sum(0, 3) Stack [m=0,n=3]
= add_sum(3, 2) Stack [m=3,n=2]
= add_sum(5, 1) Stack [m=5,n=1]
= add_sum(6, 0) Stack [m=6,n=0]
=6

» Kopfrekursion hat progressiven Speicherbedarf
» Endrekursion hat konstanten Speicherbedarf

Jede (End)rekursion kann in eine bedingte Schleife (while do) mit kon-
stanten Speicherbedarf transformiert werden

sum=0;

while (n>0) do
sum := sum + n;
n :=n -1;

done

Die Praxis und Realitét :-(

Haskell
JavaScript

PD Stefan Bosse
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Die Praxis und Realitét :-)

OCAML

3.8. Funktionale Komposition

Funktionsdefinition
Die Zuordnung eines Funktionsnamens und von benannten Funktionsparam-
etern zu einer Berechnung mit einem Ausdruck: f(pi,p2,..) = €(p1,p2,..).

Die Funktionsparameter sind nur im Funktionskérper nutzbar und sichtbar.

Funktionsapplikation
Die Anwendung einer Funktion i.A. in Ausdriicken, d.h. die Berechnung mit
konkreten Werten: f(ej,€2,..), wobei e ein beliebiger Wert oder Ausdruck
sein kann.

Funktionskomposition

Die Zusammensetzung neuer Funktionen aus bereits definierten Funktionen:

f(z) = e(x), sq(z) =z xx
g(z) =e(z), pre(z) =z —1
hz) =e(f,9,2) = f(x) og(x) presq(z) = sq(pre(z))

Definition, Applikation, Komposition, und Rekursion sind elementare
Eigenschaften der Programmierung und von Programmiermodellen!

» Die Funktionsdefinition und Applikation erlaubt die Zerlegung von
Programmen in kleine wiederverwendbare Einheiten!

» Die (Funktionale) Komposition ist hierarchisch und kann durch Blockdi-
agramme graphisch dargstellt werden:

“\
g2(x,y) K
f(x,y) — \
/
1y +| h1(xy) I
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3.9. Funktionale Programmierung

Die funktionale Programmierung ist ein Programmierparadigma welches
die Berechnung als Evaluierung von mathematsichen Funktionen behan-
delt und Zustand und verédnderlicher Speicher vermeidet!

» Funktionale Programmierung hat seinen Ursprung im Lambda Calculus
(1930), einer formalen Methode

» Es gibt eine Vielzahl von funktionalen Programmiersprachen:

ML
Meta Language (Standard)

Haskell
Rein funktionale Programmiersprache

OCAML

Basierend auf ML, aber mit zusétzlichen prozeduralen/imperativen und ob-
jektorientierten Programmierparadigmen

LISP
Eine der ersten funktionalen Sprachen?

Programmierparadigma funktionaler und deklarativer Sprachen

Spezifiziere was berechnet werden soll, nicht wie es berechnet werden soll.

» Imperative Sprachen (C, JAVA, ..) starten von low-level Code (z.B. As-
sembler) und fithren Abstraktionen ein um die Programmierung zu vere-
infachen:

4 Schleifen
[ Funktionen (!)

» Imperative Sprachen geben die Reihenfolge von Anweisungen vor!

» Deklarative Sprachen sind durch die Sprache der Mathematik motiviert
und beschreiben Funktionen oder Beziehungen
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» Die charakteristische Eigenschaft deklarativer Sprachen ist die Church-
Rosser Eigenschaft: Intuitiv besagt sie, dass die Reithenfolge der Auswer-
tung unerheblich fiir das Resultat ist.

Vorteile deklarativer und funktionaler Sprachen
» Korrektheitsbeweise von Programmen sind relativ einfach — Ter-
minierung!
» Programme sind meist sehr viel kiirzer als z.B. in imperativen Sprachen.

» Erste Prototypen des Codes konnen schnell erstellt werden (“rapid proto-
typing”).

» Es gibt keine inhdrent sequentielle Auswertung — Parallelisierung !

A Space (functional/parallel)

O

Functional Programming
I W R W T

=SS 2

>
Time (imperative/concurrent)

Nachteile deklarativer und funktionaler Sprachen

» Es gibt keine Moglichkeit den Ressourcenverbrauch zu steuern und zur
Programmierzeit abzuschéatzen

» Es gibt weniger Werkzeuge fiir den Programmentwurf

4. Einfiihrung in Haskell

4.1. Haskell

» Haskell ist eine rein-funktionale, nicht-strikte Programmiersprache.
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» Die wichtigsten Konzepte in Haskell sind:

[ Rein funktionale Semantik (d.h. keine Seiteneffekte)

1 Algebraische Datenstrukturen mit méchtigen Operationen wie “pat-

7w

tern matching”, “list comprehensions”
1 Funktionen hoherer Ordnung (“higher-order functions”)
1 Statisches Typsystem
1 Bedarfsauswertung (“lazy evaluation”)

» Neben Haskell sollen in diesem Kurs aber auch einige andere funktionale
Sprachen beleuchtet werden: ML, JavaScript (teils,!)

» Da es in Haskell nicht alle Konzepte der funktionalen Programmierung gibt
wird auch eine allgemein verstdndliche Pseudonotation verwendet (siehe

[A])

4.2. Haskell - Basistypen

» Werte (Konstanten und symbolische Variablen) haben einen bestimmten
Datentyp.

Basistypen in Haskell

Bool
Boole’sche (logische) Werte: True und False
Char
Zeichen String: Zeichenfolgen: Listen von Zeichen, d.h [Char]

Int
Ganze Zahlen (“fixed precision integers”)

Integer
Ganze Zahlen beliebiger Lange (“arbitrary precision integers”)

Float

FlieSkommazahlen (“single-precision floating point numbers”)

4.3. Haskell - Terme

» Ausdriicke werden in Pseudonotation allgemein mit € bezeichnet
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» Ausdriicke bestehen aus (symbolischen) Variablen, Werten, Funktionsap-
plikationen, und Operatoren

Arithmetische Ausdriicke
+ ., -, % , / , k%

Boolesche Ausdriicke
& , || , not

Relationale Ausdriicke

4.4. Haskell - Symbolische Variablen

» Werte und Terme koénnen symbolischen (unverdnderlichen) Variablen
zugewiesen und in folgenden Ausdriicken wieder verwendet werden

let = = €
let £z = € in

» let in wird innerhalb von Ausdriicken verwendet und ist nur innerhalb
des Ausdrucks sichtbar

4.5. Haskell - Bedingte Ausdriicke

Bedingte Ausdriicke

Definition 1.

let y = if cond;™ then wv; else
if condy™ then vy else

else v
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Bewachte Ausdriicke

Definition 2.

let £ = | cond;™ = v
| condy™ = vy

| otherwise = wg

Beispiel: Entscheidungsbidume

» Entscheidungsbdume werden im Maschinellen Lernen (ML) eingesetzt.
Zweck des ML ist u.A. das Lernen von Zusammenhingen (Modellfunk-
tionen) mit Trainingsdaten.

» Das Ergebnis vom iiberwachten Lernen ist eine Funktion die einen Satz von
Eingabevariablen z,2s,.., 2, auf Ausgabevariablen yi,ys,..,yy abbildet:

ML learn (1, ..., Tn, Y1, oy Ym): R7T™ = flaq, ... 20)
Model f(x1,..,x,): R" - R™

Beispiel: Uberlebenswahrscheinlichkeit Titanik Unfall

» Eingabevariablen: z;:Geschlecht, zo:Alter, z3:Anzahl Verwandte
» Ausgabevariable: y:Uberleben?

Entscheidungsbaum

» Ein mogliches ML Modell der die Funktion f() approximiert ist der
Entscheidungsbaum:

1 Abgeleitet aus Protokollen des Ungliicks und Statistiken
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is sex male?

x1={0:no,
1:yes)
x2

is age > 9.57 y=1

0.73 36%
=0 L
y @ is sibsp = 2.57
017 61%

0.05 2% 0.89 2%

Mathematisches Modell

1, wenn z3 > 2.5

{ 0,wenn x3 < 2.5
0,wenn x2 < 9.5
1, wenn ;1 =0

f($1,962,333) =

Haskell

4.6. Haskell - Listen und Tupel

Listen: Definition

» Listen werden in Haskell statisch durch eine Aufzéhlung von Werten (oder
Ausdriicken) mit Kommatrennung in eckigen Klammerpaaren erzeugt:

Definition 3.

[’Uly v2, €3 ]

» Die Listenelemente sind eindeutig durch einen Index {0,1,2,..,n-1} referen-
zierbar.
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Tupel: Definition

» Tupel werden in Haskell statisch durch eine Aufzidhlung von Werten (oder
Ausdriicken) mit Kommatrennung in runden Klammerpaaren erzeugt:

Definition 4.

(Ul’ V2, €3 , )

Listen: Zugriff

» Auf einzelne Listenelemente oder Bereiche kann mit verschiedenen einge-
bauten Funktionen zugegriffen werden:

FUN head: [a] — «

FUN last: [a]l — «

FUN tail: [a] — [a]

FUN drop: Int — [a]l — [a]
FUN take: Int — [a]l — [a]
FUN ('"): [al — Int & «

Listen: Komposition

» Listen konnen zur Laufzeit neu zusammengesetzt werden:

FUN (++): [a]l — [a]l — [a]
FUN reverse: [a]l — [o]

Listen: Mathematische Mengen

{2%|2z € {1..5}}

[x"2 | x <= [1..5]]
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Tupel: Zugriff

» Auf einzelne Tupelelemente oder Bereiche kann nicht direkt zugegriffen
werden.

» Stattdessen muss Musteranpassung oder Zerlegung verwendet werden,
d.h., im einfachsten Fall wird eine Ausdruckszuweisung verwendet mit
einem Variablentupel auf der linken Seite und dem zu zerlegenden Tupel:

Definition 5.

let t = ( vy, v2, .. , V)
let ( 21, 3, .. , T, ) =t

4.7. Haskell - Mehrfachauswahl und Musteranpassung
» Wie in allen géngigen Programmiersprachen gibt es auch in Haskell eine
Mehrfachauswahl.

» Die Mehrfachauswahl ist aber deutlich ausdrucksstarker als z.B. switch-
case in C

» Die Mehfrachauswahl ist ein Ausdruck der einen Wert berechnet!

Definition 6.

case € of
v > € ;
vy > €2 ;

Up —> €n

OTHERWISE

x -> €y ; UODER

_ > ¢o
Beispiel
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let farbe = "rot"
let ist_rot col =
case col of
"rot" -> True ;
_ —> False
let ist_mischung col =
case col of
"rot" -> True ; "blau" -> False; "gruen" -> False;
_ => True

Tupelzerlegung

» Mit der Mehrfachauswahl kénnen auch zusammengesetzte Werte (Tupel)
zerlegt werden — Musteranpassung

Definition 7.

case tuple-e¢ of

(vi,v2,..) => € ;
(v1,22,..) —> € ;
(z1,22,..) > € ;

4.8. Haskell - Funktionen

Definition
DEF f (x,y,2,..) = e(x,y,2) & DEF f xy z = e(x,y,2)
In vielen Programmiersprachen werden die Funktionsparameter x.,y,z,.. in
Klammern und durch Komma getrennt definiert. Aber in ML/Haskell ist
(x,y,2,..) ein Parameter (ein Tupel)! Geht auch!

let £ xyz ..

= e(x,y,2,..)
let £ (x,y,2z,..) =

e(x,y,z,..)

Applikation
Definierte (oder eingebaute) Funktionen kénnen durch Angabe des Namens
und folgende Argumente fiir die Parameter evaluiert werden.
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Typsignatur
FUN £ : typy — typs .. = typ, < FUN T : typy X typs X .. — typ;
Die Typsignatur einer Funktion (oder einer Variable) gibt die Datentypen
der Funktionsparameter und des Riickgabewertes an. Kann mittels der
:type Funktion angezeigt werden.

Uberladung und Polymorphie

Wenn eine Funktion, z.B. Addition, fiir Werte von verschiedenen Typen
anwendbar ist, wird eine Typenklasse angegeben. Beispiel: :type (+) —
(+) :: Num a => a -> a -> a mit Num als Typenklasse aller numerischen
Typen (NR .)

Eingebaute Funktionen (Prelude)

Arithmetische, Boolesche, Logische Operation, Mathemtische
Gehoren zu den eingebauten Funktionen, héufig iberladen/polymorph
definiert.

Listen

Viele Funktionen wie die Summationsfunktion sum des Basismoduls Prelude
arbeiten mit Listen, d.h., einsortige Listen von Elementen:
['Ul »U2,U3, . .1

Funktionskomposition

FUN f1, FUN f2, .., DEF fNxy z .. = f1l o f2 o ..
Verwendung von Funktionen in Funktionen oder Definition von Funktionen
und Verwendung in Funktionen!

4.9. Haskell - Sequenzielle Ausfithrung

Problem

» In einer rein funktionalen Sprache wie Haskell haben Funktionen keine
Seiteneffekte. Deshalb spielt auch die Reihenfolge des Aufrufs eine weniger
wichtige Rolle.

» Ein- und Ausgabe erzeugen einen Seiteneffekt auf die Programmumge-
bung. Sie miissen in der richtigen Reihenfolge ausgefiithrt werden.

do
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Fiir die sequentielle Ausfiihrung von IO0-Aktionen stellt Haskell die do-
Notation zur Verfiigung:

Definition 8.

do {
Anweisung 1
Anweisung 2

Anweisung n

}

4.10. Haskell - Eingabe und Ausgabe

putStr
Ausgabe einer Zeichenkette auf der Konsole
putStrLn

Ausgabe einer Zeichenkette mit nachfolgenden Zeilenumbruch auf der Kon-
sole

getLine

Einlesen einer Zeichenkette von der Konsole (Tastatur

Definition 9.

FUN putStr: String -> I0 ()
FUN putStrLn: String -> I0 ()
FUN getLine: IO String

Speichervariablen und Seiteneffekte

» Neben den IO Anweisungen gibt es Anweisungen um Daten zwischenzus-
peichern — Speichervariablen!

Definition 10.

T <- getline;
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Beispiel

main = do {
hSetBuffering stdout NoBuffering ; -- import System .I0
putStr "Gib eine Zeichenreihe ein: ";
s <- getLine ;
putStr " Revertierte Zeichenreihe : ";
putStrln ( reverse s)

4.11. Haskell - Bedingte Ausfiihrung

if-then-else
Bedingte Ausfiihrung von Anweisungen nur in einer do-Umgeung. Achtung:
Ausfiihrung und nicht Berechnung! Es wird ein boolescher Ausdruck cond
evaluiert. Ist dieser wahr dann wird die erste then Anweisung ausgefiihrt,
sonst die zweite else Anweisung.

Definition 11.

do {
if cond then
Anwetisung 1
else
Anweisung 2

Anweisung n

}

5. Funktionen und Lambda Calculus
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5.1. Definition, Deklaration, Applikation, Komposition

Zusammenfassung der Methoden

Definition (Implementierung)

DEF f parl par2 .. =
e(paril,par2,..)

DEF f = A p1,p2,..
e(pl,p2,..)

DEF f (paril,par2,..) =
e(parl,par2,..)

Deklaration (Typisierung)

FUN £ : partypl — partyp2 — ..
— restyp

FUN f : (partypl X partyp2 x ..)
— restyp

Applikation (Berechnung)

(f argl arg2 ..) — Wert
A\ x,y,.. . e(x,y,..))

Komposition

(f ogoho .. ) argl arg2 ..

5.2. Lambda Calculus

PD Stefan Bosse
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Konzept: Jeder Ausdruck und jeder Wert wird als auswertbare Funk-
tion betrachtet, so dass die ganze Programmierung auf der Ubergabe von
Funktionen als Parameter an Funktionen beruht.

Lambda Notation

» In der Lambda Notation werden Variablen an Ausdriicke gebunden

Definition 12.

Az, y, 2. — e(x,y,2,..) <
Az, y, z.. o g(x,y,2,..)

Beispiel

v/g sin(2*phi) <
A v,g,phi — (v?/g sin(2%phi))
A v,g,phi . (v?/g sin(2*phi))

Lambda Ausdriicke

» Ein Lambda Ausdruck ist eine anonyme Funktion, d.h. er definiert wie
das Resultat in Abhéngigkeit von der Eingabe berechnet wird ohne der
Funktion einen Namen zu geben!

Freie und gebundene Variablen

» Die Bindungsregeln in einer Abstraktion A x — € sind so geregelt:

1 Alle Vorkommen der Variablen z im Ausdruck e gehéren zu diesem
Ausdruck (sind an dieses z und die Abstraktion gebunden).

[ Die gebundenen Variablen sind nur in dem Ausdruck sichtbar und
verwendbar!

d Zum Beispiel ist im Ausdruck (A z — (y z)) die Variable z eine
gebundene Variable (durch A gebunden), und y eine freie Variable

» Variablen (bzw. Vorkommen von Variablen), die in keinem Giiltigkeits-
bereich einer Bindung stehen, sind frei.
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» Da es auch Konflikte geben kann durch Verwendung des gleichen Vari-
ablennamens, gilt dann die Regel: der innerste Bindung ist sicht-
bar /anwendbar.

» Ein Ausdruck ohne freie Variablen heifit geschlossener Ausdruck, anderen-
falls offener Ausdruck.

Bindungsregeln und Klammerung

» Notation: (s t) sind Anwendungen, d.h. ¢ wird auf s angewendet, z.B. (
sq4) =16

» Warum gilt: ( y)z)=(zyz)
Aber nicht: (z ( z2)#(zyz)?
Auflésung folgt gleich ...

Beispiele

» Wo sind freie und wo gebundene Variablen?

DEF g = 9.81
DEF sq X = x¥x &
= A X . X*X
DEF wurfweite vO phi =
let sq x = x*x in
(sq v0)/g*(sin phi) &
wurfweite = A vO phi ((\ x . x*x) v0)/g*(sin phi)

5.3. Funktionen als Werte

» Funktionen sind Werte erster Ordnung, d.h. f=Ap. e fp=c¢

» Eine Funktion kann symbolischen Variablen und Funktionsparametern zu-
geordnet werden

[ D.h. Funktionen kénnen Funktionen als Argumente iibergeben wer-
den

» Ein Lambda Ausdruck ist eine Funktion als Wert und kann von einer
Funktion als Ergebnis geliefert werden!
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Beispiele

Haskell

let £ comb x y = (comb x y)/2
let p=1£

letm=p (+) 12

let incr = (+) 1

JavaScript

function f (comb,x,y) { return comb(x,y)/2 }
function add (x,y) { return x+y }

var p = f;

var m = p (add,1,2)

function incr(x) { return function { return x+1 } }

5.4. Anonyme Funktionen
» Eine anonyme Funktion beschreibt die Abbildung von Variablen auf Werte
ohne der Funktion einen konkreten Namen zu geben!

» Da Funktionen auch Werte sind und Funktionsparametern iibergeben wer-
den koénnen gibt es zwei Anwendungsfille:

1 Eine anonyme Funktion wird “identifizierbar”, d.h. anwendbar,
durch Zuweisung (Bindung) an eine gebundene oder freie Variable

[ Eine anonyme Funktion wird “identifizierbar” durch Bindung an
einen Funktionsparameter (eigentlich das gleiche)

» Ein Lambda Ausdruck ist eine anonyme Form (wie gehabt)!

Definition 13.

\xyz .. ->ex,7,2z,..) &
AXyz .. €

» Sehr niitzlich bei wiederholter Anwendung einer Funktion auf Listenele-
mente
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» Wichtige Methode der Datenverarbeitung: Map & Reduce

Beispiele

Haskell

let 1 = [1,2,3]
let sq x = x*x
let squares = map sq 1

JavaScript

var 1 = [1,2,3]
function sq (x) { return x*x }
var squares = l.map(sq)

5.5. Curry Form

Bei der Curryfizierung findet eine Umwandlung einer einzelnen Funktion
mit n Argumenten in n Funktionen mit je einem einzelnen Argument
statt.

» Traditionell kennen wir nur Funktionen die eine Menge von Argumenten
als “ganzes” evaluieren, d.h., Eingabewerte fiihren immer zu Ausgabew-
erten (Zahlen usw.)

» Da Funktionen aber auch Funktionen zuriick geben kénnen kann man
(wie bisher schon geschehen) die Funktion zerlegen und die Funktion-
sargumente einzeln evaluieren — Curry Schreibweise (vom Mathematiker
Haskell Curry)

Definition 14.

FUN £f x y z : typx — typy — typz — typr &
FUN f x y : typx — typy — ( typz — typr ) &
FUN f x : typx — ( typy — typz — typr )
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» Die Curry Form ist héufig flexibler (niitzlicher) als die Tupelform durch
partielle Applikation

» Beispiel: Die Definition einer neuen Inkrementfunktion und Abbildungs-

funktion fiir Listen

let incr = (+) 1
let mapsq = map \x —> X*Xx

Beispiel

Haskell
f (x,y,2) = xty+z &
fxyz=xtytz <&
fx=\y >\ z > xty+tz
f=\X—>\y—>\z—>x+y+z

Lambda

A (2,y,2) . aty+z
Axyz. x+y+z
AT. Ay . Az z+y+z

JavaScript

function f(x,y,z) = { return x+y+z } &
function f(x) = {
return function (y) {
return function (z) {
return x+y+z
}
}
}

» Man kann die Curry Form immer in eine nicht-Curry Form transformieren:

PD Stefan Bosse 39



Einfiihrung in die funktionale Programmierung

let uncurry f (x,y) = f x y
let curry f x y = £(x,y)

» Die folgenden Funktionen unterscheiden sich daher mathematisch nur min-
imal (beziiglich des Funktionsraumes)

let f1 (x,y) = x*2+y*3
let £2 (y,x) = x*2+y*3
let £3 x y = x*2+y*3
let £3 y x = x*2+3%y

5.6. Funktionen hoherer Ordnung
» Konzepte:

d Funktionen sind Werte
d Funktionen als Parameter

1 Funktionen als Riickgabewerte von Funktion

Funktionen hoherer Ordnung (“higher-order functions”) nehmen Funk-
tionen als Argumente oder liefern Funktionen als Resultate.

» Bei der funktionalen Komposition werden Funktionen statisch (also zur
Programmierzeit) zu neuen Funktionen zusammengesetzt

» Mit Funktionen hoherer Ordnung kann man dynamisch zur Laufzeit neue
Funktionen erzeugen!

» Funktionen héherer Ordnung stellen eine Abstraktion und Generalisierung
dar.

Beispiel: Listen

» Listen (oder Vektoren) werden héufig mit der gleichen Funktion trans-
formiert, d.h. sum sq [1,2,3]
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Beispiel: Integral

» Das Integral einer Funktion f im Interval [a,b] (Bestimmtes Integral):

b

I(f,a,b) = / f(@)dz
b

Ifab)= 3 f)Amit A= (b]_v

i=a,a+A,a+2A,...

let int f delta = \ a b ->
(sum (map f [ x*delta | x <- [a/delta..b/delta] ]))*delta

» Die Anwendung der int f delta Funktion ist eine partielle Applikation
von f und liefert eine neue Funktion als Wert zuriick

5.7. Totalisierung

Partielle Funktionen

» Es gibt Funktionen bei denen der Definitionsbereich nicht vollstandig auf
den Wertebereich abgebildet werden kann.

» Die bekannteste partielle Funktion ist die Ganzzahldivision div = Aab.a/b:

D=< gy s sy 5 o>
Teilmenge des Definitionsbereiches von div

W=
Wertebereich der Divisionsfunktion

R=< .., <, 1>, <,0>, <, 1>, 1>, <,2>,..>
Die Relationsmenge enthélt ‘Locher’ wo der Nenner 0 ist

Totalisierung

» Unvollstandige Funktionen stellen mathematisch wie nu-
merisch/informatorisch ein Problem dar
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» Die Totalisierung fiigt ein symbolisches “Not a Number” fiir ein un-
definiertes Ergebnis einer Funktion ein um die Relationsmenge vollstandig
zu machen

» Dazu wird das Symbol “NaN” oder mathematisch L dem Wertebereich
hinzugefiigt:

O W :=Wu {L}

Beispiel

» Totalisierung der Defivisionfunktion durch Einfiihrung eines Summentyps:

data Num x = NaN | Value x
let div a b = if b == 0 then NaN else Value (a/b)
let add a b = a+b

5.8. Polymorphie

» Polymorphie bedeutet die Moglichkeit dass Variablen und Funktionspa-
rameter Werte mit verschiedenen Datentypen annehmen koénnen.

» Dabei gibt es zwei (+1) Arten von Polymorphie:

A Statisch: Bei der Definition und Applikation im Programm: Der
konkrete Datentyp wird zur Kompilierungszeit durch die Applikation
festgelegt — Typinferenz (Haskell)

1 Dynamisch: Zur Laufzeit kénnen Variablen und Funktionsparameter
noch Werte mit unterschiedlichen Datentypen aufnehmen und verar-
beiten (JavaScript)

Q Uberladung: Es wird nicht eine polymorphe Funktion definiert und
mit unterschiedlichen Typsignaturen verwendet, sondern eine Menge
gleichnamiger Funktionen mit unterschiedlichen Typsignaturen die
dann bei der Applikation zur Kompilierungszeit zugeordnet werden.

» Polymorphe Funktionen koénnen polymorphe Funktionen verwen-
den/aufrufen. Aber:

» Das Problem: Irgendwann zur Kompilierungs- oder Laufzeit miissen Werte
mit konkreten Funktionen/Operatoren verarbeitet werden.
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Beispiel: Arithmetik

Eine polymorphe Funktion zur Addition von: Ganzen Zahlen (Int), reelen
Zahlen (Real), und Zeichenketten (/char/):

FUON add: @ - a — «

FUN addInt: Int — Int — Int

FUN addReal: Real — Real — Real

FUN addString: [char] — [char] — [char]

Beispiel: Tuple und Listen

fst :: (a,b) — a snd: (a,b) — b
fst(x, ) = x snd(_,y) =y

Beispiel: Listen

map :: (t — u) — [t] — [ul
map £ [1 = []
map £ (a : tail) = f a : map f tail

5.9. Funktoren

» Funktoren sind Parametrisierte Strukturen

» Strukturen werden im néchsten Kapitel eingefithrt und dienen der na-
mentlichen Bindung von Werten.

» Neben der klassischen Polymorphie mit ihrer Einschrankung auf Typvari-
ablen stellt eine Parametrisierung von Strukturen eine Moglichkeit bereit,
in der neben Typvariablen auch Funktionsvariablen vorkommen konnen.

» Dieses Programmierkonstrukt basiert auf Modularisierungstechniken.

5.10. Anwendungsbeispiel: Quicksort

» Sortierung ist ein gutes Beispiel fiir ein DivideéCongquer Problem, welches
man auf einen map-reduce Algorithmus zuriickfithren kann.
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Definition 15.

gsort :: [Int] -+ [Int]
gsort [1 = []
gsort (x:xs) =
gsort smaller ++ [x] ++ gsort larger
where
smaller = [a | a <- xs, a <= x]
larger [b | b<-=xs, b>x]]

» Bei der Sortierung konnen die Werte einer Liste aufsteigend [1,2,3,..] oder
absteigend [10,9,8,..] sortiert werden.

» Frage: Werden im obigen Algorithmus die Werte einer Liste aufsteigend
oder absteigend sortiert?

Beispiel
a[3.24,1,5]
4
q[2.1] ++[3] ++ q[4,5]
l l
aft]  ++[2]++ afl all  ++[41++ q[s]
l I 1 !
[1] ( [] [5]

5.11. Anwendungsbeispiel: Quicksort 2.0

» Im vorherigen Beispiel wurden die Elemente mittels der eingebauten re-
lationen Funktionen <= und < sortiert, anwendbar nur auf numerische
Werte.

» Erweiterung der Sortierung auf beliebige Werttypen mittels
nutzerdefinierten Vergleichsfunktionen cmp(a,b) die 0 liefert wenn
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a==b, -1 wenn a<b, sonst 1:

gsort :: [Int] - [Int]
gsort cmp [1 = []
gsort cmp (x:xs) =
gsort cmp smaller ++ [x] ++ gsort cmp larger

where
smaller = [a | a <- xs, (cmp a x) != 1]
larger = [b | b <- xs, (cmp b x) == 1 ]

6. Datentypen

6.1. Typisierung

» Bisher wurden z.B. Funktionen oder auch Ausdriicke ohne explizite
Typdeklaration definiert oder berechnet. Untypisch in traditionellen Pro-
grammiersprachen wie C, C++, JAVA, usw.

» Die Datentypen werden dabei in der funktionalen Programmierung durch
Ableitung ( Typinferenz) ermittelt. Wenn nicht moglich gibt wird der Typ
eines Wertes bzw. Funktionsparameters durch einen Platzhalter vorldufig
bestimmt — «, 3, ..

» Man kann aber auch explizit Typen und Typsignaturen angeben, in fol-
gender Form:

Definition 16.
€ typ

Beispiele

let sum a b = a+b
let sumInt a b = (a::Int)+(b::Int)
let mapInt £ 1 = map £ (1::Int)

» Typen sind auch nur Terme!
» Daher kann man neue Typen mit Typausdriicken konstruieren

» Einfachster Typausdruck: Synonym
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Definition 17.
type T = €

Beispiele

type Euro = Double

type Dollar = Double

type Exchange = (Euro , Dollar)

type ExchangeBack = (Dollar , Euro)

let exchange euro = ((euro::Euro)*1.2)::Dollar
::t exchange

>> exchange :: Euro -> Dollar

6.2. Typpriifung

Dynamische Priifung (run-time check)

Bei der Ausfiihrung des Programms wird bei jedem Aufruf f(e) einer Funktion
f: A — B iberprift, ob der Argumentwert e dem geforderten Typ A gentigt
und ob das Resultat dem Typ B geniigt.

» Vorteil: Ausdrucksstarkes Typsystem; Nachteil: Performanz zur Laufzeit
(Typpriifung)

Statische Priifung (compile-time check)

Der Compiler analysiert das Programm (mit Tpydeklarationen und Typinferenz)
um sicherzustellen, dass jeder Funktionsaufruf die Typisierung erfiillt. Man
kann das als den einfachsten Grenzfall einer Programmverifikation auffassen.

» Vorteil: Priifung findet nur einmal statt; Nachteil: Typkonzepte miissen
einfach sein um automatisch bewiesen zu werden (durch den Compiler)

6.3. Typinferenz

» Die Typeinferenz ist die Fihigkeit eines Ubersetzers oder einer Laufzei-
tumgebung den Datentype von Variablen, d.h. Ausdriicken, Funktionspa-
rametern und Riickgabewerten aus eine Kette (Baumstruktur) von App-
likationen und Ausdriicken abzuleiten

PD Stefan Bosse 46



Einfiihrung in die funktionale Programmierung

» Bei der Typinferenz wird nach konkreten Datentypen gesucht und diese
entlang des Evaluierungsbaums von Ausdriicken propagiert und aufgeloste
Typen substituiert.

» Beispiel:
Aab.(b—a+1.0) =
1.0 :: Fractional = a + 1 :: Fractional = a :: Fractional
da +::a— a— a= (b—ec:: Fractional) :: Fractional da — :: a@ —
o — aund b :: Fractional =
(Aa :: Fractional b :: Fractional . € :: Fractional) :: Fractional <
Fractional — Fractional — Fractional

Beispiel: Listen

id x = x

incr x = x+1

incr2 x = x+1.0

map :: (t - w) — [t] — [ul
map £ [] = []

map £ (a : tail) = f a : map f tail
mapDecr = map (\ x -> x-1)

6.4. Algebraische Datentypen

» Algebraische Datentypen werden benutzt um Werte (Daten) namentlich
zu binden und identifizierbar zu machen.

Eine der hdufigsten Griinde fiir die Einfiihrung neuer Datenstrukturen ist
die Beobachtung, dass eine Gruppe von Daten logisch zusammengehort
und gemeinsam etwas Neues, Eigenstandiges darstellt.

» Interessanterweise zeigt sich bei Datenstrukturen das gleiche Phanomen
wie bei Funktionen: Die reiche Fiille von Moglichkeiten erwachst aus
einer kleinen Zahl von elementaren Konstruktionsprinzipien. Dies sind
bei Funktionen:

1 Funktionsdefintion, Funktionsapplikation, Funktionskomposition,
Tupelbildung, Fallunterscheidung und Rekursion;

» Bei Datenstrukturen:
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[ Definition, Komposition, Produktbildung, Summenbildung und
Rekursion!

» Unser Ziel ist also: Wir wollen aus vorhandenen Datenstrukturen neue
Datenstrukturen aufbauen.

» Dalfiir gibt es im Wesentlichen drei Konstrukte:

1 Tupelbildung, Arrays (Produkt);
[ Variantenbildung (Summe oder Gruppe);
1 Aufzédhlung.

» Dass diese Konstrukte die elementaren Bausteine eines ganzen Universums
von Datenstrukturen sind , ist keine Entdeckung der Informatik , sondern
- wieder einmal - der Mathematik, genauer: der elementaren Mengen-
lehre.

» Auch eine zweite Beobachtung verdanken wir der Mathematik, und zwar
diesmal der Algebra: Die Konstruktion von Datenstrukturen liefert nicht
nur Mengen neuer Werte, sondern gleichzeitig auch kanonische Operatio-
nen fur diese Werte: Datenstrukturen und ihre kanonischen Operationen
bilden eine logisch zusammenqehodriqe Einheit - das Eine macht ohne das
Andere keinen Sinn.

6.5. Algebraische Datentypen :: Produkttypen

» Produkttypen sind Aggregationen und Gruppentypen

Einsortige Produkttypen

» Listen und Arrays sind Produkttypen, d.h. die Elemente eines Produkt-
typs werden prinzipiell alle zusammen in Berechnungen verwendet (el und
€2 und ..)

» I.A. ist der Datentyp der Elemente gleich, d.h. es handelt sich um einen
einsortige Komposition

» Die Elemente von Produkttypen sind i.A. durch einen Index (ganze Zahl)
identifizierbar und referenzierbar.

Mehrsortige Produkttypen: Tupel

» Tupel sind mehrsortig, d.h., die Werte der einzelnen Tupelelemente kén-
nen zu verschiedenen Datentypen gehoren.
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» Aber die Elemente sind anonym (wie anonyme Funktionen) und nicht
selektierbar

» Tupel werden i.A. ohne vorherige Typdefinition erzeugt (anonym und dy-
namisch zur Laufzeit)

» Es konnen aber auch namentliche Tupeltypen definiert werden:

Definition 18.
data T = T typy typs ..

Mehrsortige Produkttyen: Datenstrukturen/Records

» Hier sind die Elemente des Produkttyps iiber einen eindeutigen Namen
(i.A. auf den speziellen Produkttyp begrenzt) identifizierbar und referen-
zierbar (selektierbar).

» Die gesamte Typsignatur eines mehrsortigen Produkttyps ist genau wie
beim Tupel ein Produkt der Typen der Einzelelemente:

Definition 19.
TYPE T =typy X typs X types X ..

» Die Definition eines Strukturtyps (Gruppenbildung) erfordert die Aufzih-
lung der Typelemente in Form von Tupeln <Name;, Typ;>,

» Die Definition eines Strukturtyps kann wieder rein funktional durch eine
Typkonstruktionsfunktion erfolgen, die i.A. gleichnamig wie der Pro-
dukttyp ist:

Definition 20.
DATA T =T(e;y : typ1, ez : typa,..)

Beispiele
DATA point == point(x : real, y : real)
DATA line == line(pl: point, p2: point)
DATA circle == circle(center:point, radius: real)

Erzeugung von Datenstrukturen

» Die reine Typdefinition ist hier nicht ausreichend. Sinn macht sie nur bei
der Instanzierung (Erzeugung) von Daten (zusammengesetzten Werten)
mittels der Konstruktionsfunktion
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Definition 21.
DEF x=T(e1,e€,..)

Zugriff auf Strukturelemente

» Der Sinn und Zweck der namentlichen Kennzeichnung von Elementen ist
der einfache Zugriff auf die Elemente iiber deren Name. Auch dieser Zugriff
kann funktional iiber eine gleichnamige Selektorfunktion erfolgen:

Definition 22.
DATA T =T(e; : typ1, ez : typa,..)

FUN e :T — typ
» D.h. um auf ein Element e; einer Datenstruktur s des Typs T (lesend)

zugreifen zu kénnen wird die Funktion e;(s) verwendet — Die Selektor-
funktion liefert den Wert des Elements.

» Hiufige wird eine Kurzschreibweise in der Form s.e; verwendet, wobei s
eine vom Typ T abgeleitete Datenstruktur ist.

» In vielen Programmiersprachen sind die Strukturelemente (Variablen)
ebenso (itber die Selektorfunktion) verdnderlich. Nicht so in der (strik-
ten) funktionalen Programmierung!

Definition eines Strukturtyps in Haskell

» Im Grunde sind Datenstrukturen (Records) in Haskell typisierte Tupel!

» Zunichst definiert man einen Summentyp (kommt spater) T mit nur einem
Untertyp (kann gleichnamig sein) T iiber das Schliisselwort data und den
Strukturelementen als Parameter des Summentypelements 7"

Definition 23.
data T =T typ; typs ..

Beispiel
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data Eintrag = E

String -- Vorname

String -- Nachname

String -- Strafle

String -- Stadt

String -- Land

getVorname :: Eintrag -> String

getVorname (En _ _ _ _) =n

setVorname :: String -> Eintrag -> Eintrag
setVorname n (E _abcd) =Enabcd
createVorname :: String -> Eintrag
createVorname n = E n undefined undefined undefined undefined
-- analog fir die weiteren Felder

Handhabung von Datenstrukturen in Haskell

» Da es in Haskell nicht direkt die Moglichkeit gibt einen Strukturtyp
(Record mit namentlicher Identifizierung der Elemente) zu definieren geht
man wie folgt vor:

1. Definition eines einelementigen Summentyps:
data T = T typ1 typq

2. Definition der einzelnen Selektionsfunktionen iiber eine Musterzerlegung;:
e; (T _ .. % _ ..) =%

3. Instanzierung von Werten vom Strukturtyp 7T
s =T € €

Recordsyntax in Haskell

» Da bei der Tupeltypisierung keine Elementnamen enthalten sind wird
die Strukturtypdefinition und Verwendung schnell unhandlich und ver-
wirrend.

» Erweiterte Tupeltypdefinition und Elementselektion mit Feldnamen:

Definition 24.
data T =T {el; :: typs, ely :: typa, ..}
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Beispiel

data Eintrag = E {

vorname :: String,
nachname :: String,
strasse :: String,
stadt :: String,

land :: String }

Beispiele in Haskell

Beispiele in JavaScript

6.6. Algebraische Datentypen :: Summentypen

» Sehr hdufig hat man das Problem, dass ein Typ Elemente zusammen-
fassen soll, die inhaltlich etwas Gemeinsames darstellen, aber strukturell
unterschiedlich aufgebaut sind.

» In diesen Situationen lassen sich die Elemente des Typs in verschiedene
Varianten klassifizieren. Im Sinne der Mengenlehre haben wir es dann
mit einer so genannten direkten Summe zu tun, d.h. im Wesentlichen mit
einer disjunkten Vereinigung.

Beispiele

DATA figure == line(pl : point , p2 : point)
triangle (pl : point, p2 : point, p3 : po int)
circle( center: point, radius : real)
DATA address == st (plz : nat , ort: denotation, str : denotation)
pf (plz : nat , ort : denotation, postfach : nat )
DATA result == ok(value : real)
error (message : denotation)
DATA infNat == normal(value : nat)
infinity

» Konstruktor-Varianten. Diese Beispiele illustrieren, dass ein Summentyp
aus mehreren Varianten besteht, die ihrerseits Produkte sind.
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» Als Grenzfall sind auch Konstanten als Varianten moglich — Aufzéah-
lungstyp. Da die einzelnen Varianten Produkte sind, kénnen wir ihre
Konstruktorfunktionen wie iiblich benutzen, um die Elemente des Sum-
mentyps zu erhalten.

Summentypen in Haskell

Definition 25.
data T =

Ty typia typi2 - |
Ty typa1 typa,2 - |

Summentypen in JavaScript

» JavaScript kennt keine Summentypen

» Implementierung mit mehrsortigen Strukturen die ein gemeinsames Tag
Element besitzen.

var line = {
tag:'line’,
pl:{tag:'point',x:0,y:20} , .. };
var circle = {
tag:'circle',
center:{tag: 'point',x:0,y:20} , .. };
function Line (p1,p2) {
return {tag:'line',pl:pl,p2:p2}
}
function Circle (center,radius) {
return {tag:'circle',center:center,radius:radius}
}
function height (o) {
switch (o.tag) {
case 'line': return Math.abs(o.pl.y-0.p2.y);
case 'circle': return o.radius*2;

3
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6.7. Datentyp Some-or-None

» In vielen Funktionen koénnen Fehler auftreten, die den Benutzer nicht
weiter interessieren. Er mochte lediglich wissen, ob die Berechnung er-
folgreich war.

» 7.B. die Suche in einem Telefonbuch ergibt als Ergebnis keinen Eintrag.
Hiufig wird dann ein “leeres” Ergebnis (0, [], ..) zuriickgegeben.

» Besser ist ein Summentyp fiir das Ergebnis der entweder einen konkreten
gebundenen Wert Some &varphi; zuriick gibt oder ein Symbol None:

data Maybe v = Some v | None

Beispiele
teilen :: Int -> Int -> Maybe Int
teilen n 0 = Nothing -- man kann nicht durch O teilen

teilen n m = Some (div n m)

teilenMoeglich :: Int -> Int -> String

teilenMoeglich a b = case ( teilen a b) of
Some _ -> " Der Divisor war nicht 0"
Nothing -> " Die Division ist nicht méglich"

» Algebraische Datentypen kénnen wie im Fall Maybe polymorph definiert
werden!

» An die Daten von Summentypen und deren Elementen kann man wieder
nur iiber eine Musterzerlegung gelangen, d.h., ein Ausdruck mit der Sub-
typkonstruktion (der Variante) auf der linken Seite mit Parametern und
dem zu zerlegenden Wert:

Definition 26.
data T =1 typ1,1 typl,g .. |

6[171‘(T1 [ 47 ) = T

6.8. Aufziahlungstypen

» Der Aufzéhlungstyp ist ein Spezialfall des Summentyps mit rein symbol-
ischen Elementen (d.h. Produkttypen nullter Ordnung):

» Die folgenden Typen illustrieren Situationen, in denen eine kleine Gruppe
von Werten einen neuen Typ darstellt.
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Definition 27.
data T:T1|T2|

» Achtung: In Haskell fangen Typennamen immer mit einem Grofibuch-
staben an, daher auch die Summentypelemente!

data Day = Monday | Tuesday | Wednesday | Thursday | Friday | Saturday | Sunday
data Color = Blue | Green | Red | Yellow

data Switch = On | Off

data TrafficLight = Green | Amber | Red

let today = Tuesday

6.9. Rekursive Algebraische Typen
» Typkonstruktoren kénnen wie bereits eingefiithrt wurde auf gewisse Weise
als Funktionen iiber Typen interpretiert werden.

» Rekursion ldsst sich nicht nur als Entwurfstechnik fiir Funktionen verwen-
den, sondern auch fiir die Definition von Datentypen.

» Oft enthalt eine Datenstruktur als Bestandteile wieder Elemente derselben
Sorte.

» Ausdriicken lassen sich solche Typen mit Hilfe von Produkten und Sum-
men, wobei - analog zur Funktionsdefinition - jetzt der deklarierte Typ
selbst auf der rechten Seite vorkommt.

» Die Liste haben wir bereits als rekursiven Datentypen kennen gelernt.
Eine Liste ist entweder leer oder sie besteht aus einem Kopfelement und
einer Restliste. Als algebraischen Datentypen kénnen wir das beispiel-
sweise wie folgt definieren:

data List a = Nil | Cons a (List a)

6.10. Module

» Aus Griinden der Wiederverwendbarkeit, Wartung und Fehler-
lokalisierung ist es ratsam, Programme in Teile zu zerlegen und durch
diese Modularisierung das Abstraktionsniveau zu erhéhen:

1 Funktionen

d Typen
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d Module
1 Bibliotheken
» Gerade bei Projekten mit mehreren Programmierern ist es ratsam, Auf-
gaben in mehrere Bereiche aufzuteilen, die dann parallel bewéltigt werden.

» Ein wichtiges Konzept fiir grofle Softwareprojekte stellt die Definition von
Schnittstellen (Interfaces) dar — Typsignaturen

\/

Ein Modul besteht aus Deklarationen (Schnittstelle) und Definitionen
(Implementierung)

Haskell bietet in diesem Zusammenhang die Definition von Modulen an.
Ein Modul wird in Haskell mit dem Schliisselwort module definiert.

Hochstens ein Modul pro Datei ist dabei erlaubt.

YyYYYVvYYy

Als Konvention gilt, dass der Name eines Moduls identisch mit dem
Dateinamen ist.

Definition 28.

module M (
€1,
€2,
€3,

€i

) where
e :: typ;
€ = €

» Die in einem Modul definierten Elemente (Funktionen, Typen, Terme)
sind nur innerhalb des Modul sichtbar. Daher:

» Module bzw. Ausschnitte (einzelne Funktionen usw.) konnen in andere
Module tiber das Schliisselwort import importiert werden (Ein Skript ist
auch ein Module):

Definition 29.

import M (e;, ez, .. )
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» Einzelne Elemente lassen iiber den Punktoperator M. e; selektieren.

6.11. Typklassen

» Typklassen bieten die Typisierung von Typen!

» Man erhélt ein gestuftes System der Typisierung (horizontal), verbunden
mit einem gestuften System der Modularisierung (vertikal).

» Der innerste Bereich betrifft die Werte. Dies sind atomare Werte wie
Zahlen, Buchstaben etc., zusammengesetzte Werte wie Tupel, Listen, Ar-
rays etc. und auch Funktionen.

e 3

v,

Werte ] Typen ]Typklassen

h

Strukturen Spezifik.
N i

Abb. 3. Ein Stufenmodell der Typisierung und Modularisierung [B]

» Die Werte werden durch Typen Kklassifiziert. Es gibt atomare Typen,
Tupeltypen, Funktionstypen etc.

» Die Typen wiederum werden durch Typklassen klassifiziert. Dazu gehéren
Konzepte wie Eq, Ord, Numeric usw.

» Auf der ersten Modularisierungsstufe erlauben Strukturen die Zusammen-
fassung von Werten und Typen zu neuen Einheiten.

» Diese Strukturen werden durch Spezifikationen typisiert.

Werte Typen Typklassen
2, (7.5,12), "hallo", Int, (Real, Real), Eg, Ord, Numeric
sin, curry, Az x+ 1| (Int — Real), Seq(_) Fun, Interval
L Wert gehért zum Typ Typ gehort zur Typklasse
2: I'nt Int: Ord '
sin: (Real — Real) Set: Bq — Type

Abb. 4. Typisierungsrelationen: Werte, Typen, und Typklassen [B]
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Definition 30.

Eine Typklasse C charakterisiert eine Menge von Typen (genauso wie ein
Typ eine Menge von Werten charakterisiert). Eine Typklasse ist weiterhin eine

Menge von Typen, die bestimmte Eigenschaften erfiillen.

» Zu Typklassen gehéren Operatoren wie z.B. die Gleichheitstest und

Relationen (Klasse Eq) oder ein Formatted Printer (Klasse Show)

Eq

Alle Typen in Eq unterstiitzen die Funktionen (==) und (/=).

Ord

Alle Typen in Ord haben eine (<=) Relation auf ihren Typen und unter-
stiitzen alle weiteren Vergleichsoperatoren

Show

Alle Typen in Show verfiigen iiber eine textuelle Formatierungsfunktion fiir
die Ausgabe von Werten auf dem Bildschirm.

Eq
Alle auBer
(->), 10

Ord
Alle auBer {(->),
10, IOError

Enum
(), Bool, Char,

Float, Double

Num

Real
Ordering,Int, Integer,

Show
Alle auBer
(->), 10

teger,

Float, Double

teger,

Float, Double

RealFrac
Float, Double

RealFloat
Float, Double

Read
Alle auBer
(->), 10

Bounded
Int, Char, Bool, ()
Ordering, Tupel

Fractional

Float, Double

Floating
Float, Double

Monad
10, [], Maybe

MonadPlus
10, [], Maybe

Functor
10, [], Maybe

Abb. 5. Haskell: Definierte Klassen der Prelude und ihre Zugehdorigkeiten [C]

Instantiierung

Um beispielsweise einen neuen Datentypen zu einer Instanz der Klasse Show
zu machen,miissen wir eine Funktion schreiben, die die Werte dieses Typen in
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Strings umwandelt.
» Ein Beispiel einer Instantiierung einer nutzerdefinierten Enumeration mit-

tels des Schliisselwortes deriving:

data Saison = Fruehling | Sommer | Herbst | Winter
deriving(Eq, Ord, Enum, Show, Read, Bounded)

» Der neue Datentyp wird den Typklassen Eq, Ord, Enum, Show, Read,
und Bounded hinzugefiigt (eine Instanz von den Typklassen).

Manuelles Instantiieren

Alternativ zur automatischen Instantiierung von Typen zu Klassen lassen sich
diese auch manuell vornehmen. Das ist in den Féllen erforderlich, wenn entweder
eine automatische Instanz fiir den Typen nicht erzeugt werden kann oder die
erzeugte Instanz nicht das Gewiinschte leistet.

Definition 31.

instance Klasse Datentyp
where

Beispiele

data Boolean =T | F

instance Show Boolean

where
show T = "Wahr"
show F = "Falsch"
instance Eq Boolean instance Ord Boolean
where where
T == T = True F <= T = True
F == F = True X<=y=Xx==yY
== _ = False
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7. Abstrakte Datentypen

7.1. Abstrakte Datentypen

» Abstrakte Datentypen (ADT) werden in Programmen verwendet um neue

[ Datenstrukturen (Realisierung der Objektmengen eines ADT’s mit
Mitteln der Programmiersprache) und

[ Operationen (Algorithmen)
einzufiihren (Vergleiche Haskell Intensivkurs [C]) .

» Dabei dienen die Operationen dem Zugriff und der Manipulationen der
durch den ADT strukturierten Daten

» Ein ADT ist ein nutzerdefinierter Typ der Operationalitét einfihrt die die
Programmiersprache selber nicht bereit stellt.

» Beispiele
[ Listen (einfach und doppelt verkettet)
Warteschlangen
Worterbiicher und Hashtabellen
Stapelspeicher

a

a

a

1 Datenbanken
1 Bidume und Graphen
4

7.2. Worterbuch

» Der abstrakte Datentyp Worterbuch findet in vielen Anwendungen seinen
Einsatz und triigt den Namen aufgrund der Ahnlichkeit zum physikalis-
chen Worterbuch.

» Elemente kénnen mit einem Schliissel darin abgelegt und anschlieend
effizient wieder gefunden werden.

» Ein Worterbuch ist eine Liste von (Schliissel, Wert)-Tupeln.

» Die Frage ist wie konnen Eintrdge Schnell anhand des Schliissels gefunden
werden?
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Randbedingungen

>

Ist der Schliissel eine ganze Zahl oder eine Zeichenkette? Au falle Falle
sollte er abzéhlbar sein (Typ Ordinal).

Der Schliissel kann eindeutig oder mehrdeutig sein (relevant und kritisch)
Ein Wert (der Datensatz) kann einzigartig sein oder nicht (Mehrdeutigkeit

nicht relevant und unkritisch)

Implementierung mit einem Modul

module Woerterbuch (

WBuch,
leeresWBuch ,
einfuegen , finde, loesche)

where

newtype WBuch k v .= D [(k,v)] deriving Show
leeresWBuch :: Eq k => WBuch k v

leeresWBuch = D []

einfuegen :: (k, v) -> WBuch k v -> WBuch k v
einfuegen x (D 1) = D (x:1)

finde :: Ord k => k -> WBuch k v -> Maybe v

finde k (D 1) = lookup k 1 -- lookup aus Prelude
loesche :: Eq k => k -> WBuch k v -> WBuch k v
loesche key (D 1) =D [(k,v) | (k,v) <- 1, k/=key]

In der Exportliste des Moduls wird nur der Typ des Worterbuchs WBuch
angeben, nicht aber den Typkonstruktor D.

1 So ist es den Anwendern nicht moglich eigene Worterbiicher zu er-
stellen.

Effiziente Implementierung

Eine einfache Moglichkeit, den ADT Worterbuch zu implementieren, besteht
darin, nur eine Liste mit dem Tupel (Schliissel k, Wert v) anzulegen.

» Das Einfiigen ist trivial (Oeinfuegen(N) = 1), aber das Finden und das

Loschen der Elemente ldsst sich nur in linearer Zeit realisieren. —
0100kup(N) = N.

» Das Suchen kann erfolgreich sein (Typ Maybe: Just v) oder ergebnislos

(Nothing) und wird durch Iteration iiber die Woérterbuchliste durchge-
fiihrt:
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lookup k ((x,v):tail) = if (x==k) Just v else lookup k tail
lookup k [] = Nothing

7.3.

Hashtabellen

Ansatz

>

Die Liste wird in einem linearen Array (Tabelle) gespeichert und der
Schliissel ist die Indexposition in der Tabelle.

Voriiberlegungen

>

>

Listen erlauben eine Menge von Datensitzen so zu speichern, dass die
Operationen Suchen, Einfiigen und Entfernen unterstiitzt werden.

Jeder Datensatz ist gekennzeichnet durch einen eindeutigen Schliissel, z.B.
eine Integer-Zahl oder eine Zeichenkette.

Zu jedem Zeitpunkt ist lediglich eine (kleine) Teilmenge o aller moglichen
Schliissel X gespeichert.

Das bedeutet bei einer linearen Speicherung der Datensétze mit einer
Tabelle, wo der Index der Tabelle/des Arrays gleich (bzw. die Speicher-
adresse proportional) dem Schliissel ist, eine grofle Tabelle mit geringer
Zeilenausnutzung.

Vergleich linearer und verteilter Speicherung von Datensétzen in Arrays:

d Linear: Der Schliissel des Datensatzes ist der Index

[ Verteilt (Scattered): Der Index in der Tabelle muss durch eine Ab-
bildungsfunktion (Hashfunktion) vom Schliissel abgeleitet werden.

Lineare Speicherung

PD Stefan Bosse 62



Einfiihrung in die funktionale Programmierung

K=i=1 » L Fiir n maximale Schliissel
mussen n Datensatze reserviert
werden,

Resenvierter Speicherbereich
fiir K Element von {1,Kmax}

K=i=17 + MR =1 g

K=i=22 »

Verteilte Speicherung

Speicher
i=1 K=17 &
=2 K=1 -
=3 K=22-» Eol ome<n gn

» Vorteil einer direkten Zuordnungsfunktion
F (k) = Speicheraddresse A ~ k
liegt in der Suchzeit O(1)!

» Wiinschenswert wére eine indirekte Zuordnungsfunktion, die eine bessere
Ausnutzung der Datentabelle erméglicht:

H (k) = Speicheraddresse A # k
H:kE— A

» Die Funktion H nennt man Hash-Funktion. Die Datensétze werden in
einer linearen Tabelle (Array) abgelegt, die man Hash-Tabelle nennt.

» Die Grofle der Hash-Tabelle ist zweckmaBigerweise m < n=nymax
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» Die Hash-Funktion ordnet jedem Schliissel k einen Index der Tabelle (oder
eine Speicheradresse) h(k) mit I &leq; h(k) &leq; m im Falle eines Indexes
ZU.

» 1.A. ist o eine sehr kleine Teilmenge von X. Z.B. gibt es 26%¥367° mogliche
Schliissel fiir eine Zeichenkette mit 80 Zeichen, die mit einem Buchstaben
beginnt, und mit Buchstaben oder Ziffern fortgesetzt wird.

1 Beispiel: Symboltabelle eines Compilers.

» Die Hash-Funktion besitzt die Eigenschaft, dass zwei verschiedene Schliis-
sel k1 und ks die gleiche Hash-Adresse besitzen konnen:

H(k1) = H (ko)

k1 und ko heissen dann Synonyme. Ergibt sich direkt aus der Tatsache m < n
und wird als Mehrdeutigkeit bzw. Adresskollision der Hash-Funktion bezeich-
net.

» Die Adresskollision muss als Sonderfall getrennt behandelt werden!

» Eine gute Hash-Funktion sollte moglichst schnell berechenbar sein, und die
zu speichernden Datensétze moglichst gleichméfig, aber ohne erkennbare
Struktur oder Ordnung auf den Speicherbereich verteilen, um Kollisionen
zu minimieren.

» Problem: Die Schliisselmenge o={k;} ist meistens nicht gleichméaBig
verteilt.

» 7.B. bestehen Variablenamen in Programmen hiufig aus 1-2 Zeichen mit
den Buchstaben {x,y,z} und den Zahlen {1,2,..}.

» Ein Maf$ fiir Wahrscheinlichkeit der Adrefikollision kann nach [W.Feller,
1968] abgeschétzt werden:

Hashfunktion

» Die einfachste Hashfunktion fiir numerische ganzzahlige Schliissel ist die
Division-mit-Rest Funktion (mod):

H(k: Natural) = k mod m
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JavaScript

In JavaScript sind Arrays immer Hash-Tabellen — Und Objekte (Struk-
turen) sind ebenfalls Hash-Tabellen — Der Schliissel ist immer eine Ze-
ichenkette (auch bei numerischen Index)!

Definition 32.
Hashtabelle. var h; hlkeyl=data; x=hl[y];

Beispiele

var a = [1,2,3,4]
var el = a[2]; ==
var e2 = a["2"]; —-
a.counter = 4;
a["counter"]= 4;
var o = {x:1,y:2};
print(o.y-0.x) == il
print(o["y"]l-o["x"]) -- 1

o
[
w W

Worterbuch in JavaScript

function WBuch() {
this.data={};
this.n=0;

}

WBuch.prototype.finde = function (k) {
return this.datalk];

}

WBuch.prototype.einfuegen = function (k,v) {
this.datal[k]=v; this.n++;

}

WBuch.prototype.loesche = function (k) {
this.datal[k]=undefined; this.n--;

+

function leeresWBUch() {
return new WBuch();

}

PD Stefan Bosse
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7.4.

Arrays

Anders als Listen sind Arrays feste Blocke im Speicher eines Computers.

Analog zu den Listen lassen sich viele Elemente desselben Datentyps in
einem Array speichern.

Arrays lassen sich nicht vergroflern oder verkleinern, ohne sie neu anzule-
gen.

1 Daher muss zu Beginn bekannt sein, wie viele Elemente maximal
gespeichert wer- den sollen.

Dieser Nachteil fiihrt dazu, dass Arrays in Haskell seltener zum Einsatz
kommen als Listen.

Vorteil gegeniiber Listen: Die Zugriffszeit auf ein Array-Element ist im-
mer konstant. Um auf das k-te Element zuzugreifen, miissen nicht die
ersten k—1 Elemente entlanggelaufen werden, wie es bei einer verketteten
Liste der Fall ist!

Dynamische Arrays

Fiir Hashtabellen werden verdnderliche Arrays benétigt.

Traditionell sind Arrays vor allem ein Zugestdndnis an die Architektur der
von Neumann-Rechner: Sie reprisentieren einen konsekutiven Speicher-
bereich, dessen Elemente sehr effizient und kompakt iiber Adressrechnung
verarbeitbar sind.

Ein Array ist ein i.A. monosortiger Produkttyp und besteht aus einer An-
zahl N von Elementen die iber einen abzihlbaren Index selektiert werden
kénnen.

Es gibt Schreib- und Leseoperationen auf Arrays bzw. deren selektierte
Elemente:

a = ARRAY (4, .. %p) t¥ypelem (Lwg,..1)
write a indexz value
x = read a index

Hat man ein Block- und Speichermodell, kénnen Arrayoperationen und
Elementzugriffe auf Blockoperationen abgebildet werden:
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Das Array-Konstrukt ... ... wird tibersetzt in Speicherblock
Array(a..b)o Block(n)oe WHERE n = b —a+1
v(1) get(block,i — a)

V& set(block,i — a,z)

step (+1), (—1) etc.

v=Aie f(v,1i) iterate(. . .)

Abb. 6. Ubersetzung von Array- auf Blockoperationen [B]

» Der Typ Array (a..b) a wird in einen Block der Lange b—a+1 konvertiert.

» Die Array-Selektion v(7) wird auf die Blockselektion abgebildet, wobei ein

Indexshift in das Intervall 0..n —1 vorgenommen wird.

1 Die Einhaltung der Indexgrenzen a < i < b ist Teil der Typpriifung,
die vom Compiler generell eingebaut wird und deshalb hier nicht noch

einmal angegeben werden muss.

» Der Array-Update wird entsprechend auf set abgebildet.

» Die Operation step kodiert die Richtung und Schrittweite, in der das Array

verarbeitet werden soll

» Die Erzeugung eines Arrays iiber einen Ausdruck, also v = A1 o f (v, 7),
wird sequenziell iiber einen Iterator gelost, der mit Hilfe der Operation
step die Arrayelemente nacheinander mit den entsprechendenWerten von

f (v, ) besetzt.
» Was wire bei einem ‘rohen’ Speichermodell noch zu beachten?

» Funktional gibt es keine verdnderlichen Daten!

» Daher wiirde strikt funktional die Anderung eines Arrayelements die

(virtuelle) Erzeugung eines neuen Arrays bedeuten:

FUN read: a Array — f — «
FUN write: o Array —  — a — « Array

» Auf semantischer und methodischer Ebene sind Arrays nichts anderes

als spezielle Funktionen:

[ Arrays sind spezielle Funktionen. Sie haben die beiden folgenden
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Besonderheiten, von denen die erste semantisch ist, die zweite prag-
matisch.

[ Der Definitionsbereich eines Arrays ist aus Intervallen der ganzen
Zahlen gebildet. (Der Wertebereich ist beliebig.)

A Arrays sind ‘eingefrorene’ Funktionen; d.h., sie liegen jeweils in einer
tabellarischen Auflistung ihrer Werte vor. (Man kann das als eine
Art genereller Memoization auffassen.)

» Aber: Es gibt in Haskell auch ein Modul fiir verdnderliche Arrays:
Definition 33.

import Data.Array.IO0
. do ..
a <- newArray (%,,%b) U
I0 (I0Array tyPindex tYPelem )
writeArray a index value
readArray a indezx

» Die Grenzen eines Arrays sind nicht wie in vielen anderen Sprachen auf
den Datentyp Int beschrankt.

» Alle Typen aus der Typklasse Iz, insbesondere auch Tupel, kénnen als
Arraygrenzen verwendet werden.

» So konnen problemlos mehrdimensionale Arrays verwaltet werden,
beispielsweise um Digitale Verarbeitung von Bildern zu ermdoglichen.

Statische Arrays

» Bei statischen Arrays konnen die Elemente nicht verdndert werden.

- Arrays miissen in funktionalen Sprachen wie andere (symbolische) Variablen
mit einem Wert initialisiert werden.

» Durch den Liste-Array Dualismus kénnen statische Arrays auch aus
Listen erzeugt werden:
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import Data.Array.IArray

.. do ..

a = (listArray (%,,%p) [..]) :: Array tyYpindex tYPelem
a! index

» In Haskell kann auf ein Arrayelemente vereinfacht mittels des a!index
Operators zugegriffen werden (nur lesend!)

Beispiele in Haskell

7.5. Listen

» Eine Liste ist eine lineare Verkettung von Listenelementen (Daten).

» Ein Listenelement besteht dabei aus einem Verkettungs-, Schliissel und
Datenteil:

TYPE («,(3) LISTENELEMENT = {
connect: [(«,3) LISTENELEMENT],
key:(3,
data:«

}

» Der Schliissel ist optional assoziiert einen Datensatz (eindeutige oder
mehrdeutige Assoziation)

» Listen unterstiitzen folgende wesentliche Operationen:
[ Einfiigen eines Elements an einer bestimmten Position in der Liste
[ Loschen eines Elements an einer bestimmten Position in der Liste
4 Suchen eines Elements entweder anhand Position oder Schliissel
([ Spezielle Operation: Einfiigen/Loschen eines Elements am Kopf oder

Ende

» Listen konnen statisch mit Arrays und dynamisch durch Verkettung
von Elementen implementiert werden.

» Es gibt dabei zwei Arten von Listen die sich durch die Art der Verkettung
unterscheiden:

Einfach Verkettete Liste

PD Stefan Bosse 69



Einfiihrung in die funktionale Programmierung

Jedes Element besitzt eine Referenz (Link) zu dem néchsten rechten (oder
linken) Nachbarn
Doppelt Verkettete Liste

Jedes Element besitzt zwei Referenzen zum jeweiligen linken und rechten
Nachbarn

» Einfach verkettete Listen sind ein Kerndatentyp von Haskell und werden
praktisch von allen funktionalen Programmiersprachen unterstiitzt.

inhalt | inhalt | inhalt * inhalt
NULL

head tail

inhalt (4 p| inhalt g p| inhalt g p inhalt
HULL

HULL

head tail

Abb. 7. Aufbau einer einfach und doppelt verketteten Liste

Doppelt verkettete Listen in Haskell

» Annahme: Jeder Datensatz besitzt einen assoziierten Schliissel
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data DList a b =
Leaf |
Node { prev::(DList a b), key:: a, elt::b, next::(DList a b) }

create = go Leaf
where go _ [1 = Leaf
go prev ((key,val):xs) = current
where current = Node prev key val next
next = go current xs

findRight _ Leaf = Nothing
findRight key (Node 1 k v r) =
if k == key then Just v

else findRight key r

findLeft _ Leaf = Nothing
findLeft key (Node 1 k v r) =
if k == key then Just v

else findLeft key 1

» Bei einer einfach verketteten Liste muss immer das Kopfelement gespe-
ichert werden, bei einer doppelt verketteten Listen kénnen sowohl Kopf-
als auch Endelement gespeichert werden

» Kopf- und Endelemente (Wurzelknoten) sind der Zugang zur Liste, z.B.
beim Suchen

Laufzeiteigenschaften

» Laufzeit als Laufzeitklasse — ©(z) — Groflenordnung der groben Berech-
nungsschritte in Abhéngigkeit von der Grole z der Datenstruktur

» Das Einfiigen oder Loschen eines Elements am Kopf der Liste (und am
Ende bei dopp. verk.) benétigt nur einen Schritt — ©(1) — konstante
Laufzeit unabhéngig von n (Anzahl der Knoten)

» Das Suchen eines Elements ben6tigt bei beiden Listen maximal N Schritte
— O(n)

» Das Einfiigen oder Loschen eines Elements anhand eines Schliissel inner-
halb der Liste benttigt maximal (n-1) Schritte (Suche) — O(n)

» Bei der doppelt verketteten Liste ist aber Einfligen an beliebiger Stelle
mit konstanter Laufzeit moglich wenn das Element an der entsprechenden
Position bereits bekannt ist — ©(1).

PD Stefan Bosse 71



Einfiihrung in die funktionale Programmierung

1 Bei der einfach verketteten Liste kostet aber das Einfiigen immer
©(n). Warum?

Weitere Listenoperationen

» Haskell bietet im Modul Data.List zwei weitere wichtige Operationen auf
Listen an:

minimum [o] = «
Findet das kleinste Element einer Liste und gibt dieses als Ergebnis zuriick
(Wert, nicht Position!)

delete o — [a] — [a]
Loscht ein Element einer Liste. Der Wert des zu 16schenden Elements muss
angegeben werden, nicht die Position! Die modifizierte Liste wird zuriick
gegeben.

7.6. Sortieren von Listen

SelectionSort

» Der vermutlich einfachste Ansatz, eine Liste mit Elementen zu sortieren,
ist
[ das kleinste Element aus der Liste zu entfernen,
[ es an die Ergebnisliste zu hdngen und rekursiv fortzufahren

[ bis keine Elemente mehr {ibrig sind.

» Dieser Algorithmus wird als Selection Sort oder Sortieren durch Auswahl
bezeichnet. Iterativ kénnen wir den Algorithmus in etwa so angeben:

FOR i = 0 to n-1 DO
FOR j=n-1 to i+1 DO
IF x[j-1] > x[j] THEN vertausche x[j-1] und x[j]

» In Haskell kann man unter Verwendung von minimum und delete die
Sortierung rekursiv formulieren:
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import Data.List

sSort :: (Ord a) => [a]l->[a]

sSort [] (]

sSort xs = m : sSort (delete m xs)
where m = minimum xs

» Laufzeitanalyse mittels Rekursion:
1 Das Finden des Minimums einer Liste ist in linearer Zeit zu schaffen.

1 Das Finden und damit auch das Loschen eines beliebigen Elements
benétigt ebenfalls lineare Zeit.

a 700) =1
a T(n) =n+ T(n-1)
d = @sSort(n2)

Zeitpunkt

i1 «__ sortiert 5

0 i-1 i n-1
Y/ A

L J

kleinstel Element
nach links

i < sortiert S

Abb. 8. Der Ubergang von Zeitpunkt i—1 zu 4 im SelectionSort-Algorithmus
und die daraus resultierende erweiterte, sortiere Liste [C]

InsertionSort

» Ein weiterer Sortieralgorithmus ist das ,Sortieren durch Einfiigen“ oder
kurz InsertionSort.

» Angenommen, eine Liste liegt bereits aufsteigend sortiert vor, dann ist das
Einordnen eines neuen Elements einfach.

» Es wird solange von links beginnend tiberpriift, ob das aktuelle Element
kleiner oder gleich dem Einzufiigenden ist, bis die korrekte Position ermit-
telt ist.
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» An diese Stelle wird das Element eingefiigt und die Liste bleibt sortiert

<k =k
L N |
\ ]
[]

K

» Die Sortierung mit InsertionSort beginnt mit einer leeren Liste und fiigt
mit der Funktion einfiigen nacheinander alle Elemente aus der zu sortieren-
den Liste ein:

einfuegen :: Ord a => a -> [a]l-> [a]
einfuegen x [] = [x]
einfuegen x (y:ys)

| x<=y = x:y:ys

| otherwise = y:(einfuegen x ys)

iSort :: Ord a => [a]-> [a]
iSort [1 = [I
iSort (x:xs)= einfuegen x (iSort xs)

» Laufzeitanalyse:

1 Im schlechtesten Fall bendtigt dieses Verfahren ebenfalls eine
quadratische Laufzeit, da das Auffinden der richtigen Stelle zum Ein-
fiigen im schlechtesten Fall lineare Zeit benétigt und die Liste fiir die
Rekursion nur um eins verkiirzt wird.

A Im besten Fall ist InsertionSort, anders als bei SelectionSort, allerd-
ings sehr viel schneller.

1 Der best-case tritt ein, wenn die Startliste umgekehrt sortiert vor-
liegt. Dann ist die richtige Stelle zum Einfiigen immer ganz vorn
zu finden und das benétigt konstante Zeit. Es wird also n-mal ein
konstanter Aufwand betrieben, so dass ©(n) Operationen gebraucht
werden.
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QuickSort

» Der QuickSort-Algorithmus ist ein typisches Beispiel fiir Algorithmen die
auf dem Teile-und-Herrsche-Prinzip basieren — Top-down Ansatz

» In jedem Schritt, beginnend mit der gesamten Liste, wird ein Element
ausgewahlt — Pivotelement

» Die Liste wird dann dort zweigeteilt.

[ In der linken Liste sind die Elemente enthalten, die kleiner oder gleich
dem Pivotelement sind und

1 in der rechten die grofleren Elemente.

» Das Pivotelement verbleibt dabei in der Mitte und hat seinen endgiiltigen
Platz in der sortierten Liste bereits eingenommen.

Die Auswahl des Pivotelements ist zentral in diesem Algorithmus und
kann auf verschiedene Weisen erfolgen. Z.B.: Immer Auswahl des ersten
Elements einer Teilliste

[3/1,6,4,9,5,2,7,0,8]

,..-—--""""'H3\

(1)2,01 (64,957 8]

[01:[2] [4°5] [97 8
R 9
T R

[5] [7%8]

I

R

81

[0, 1, 2, 3,4, 5,6,7, 8, 9]

Abb. 9. Beispiel einer QuickSort Sortierung mit Auswahl der Pivotelemente
und Teilung der Listen [C]
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» In Haskell ldasst sich der QuickSort-Algorithmus durch die einfache au-
tomatische Erzeugung von Listen wieder rekursiv mit einigen wenigen
Zeilen formulieren:

gSort :: Ord a => [al-> [al
gSort [1 = []
gSort (x:xs)=
gSort [y | y<-xs, y<=x]++[x]++
gSort [y | y<-xs, y> x]

» Die Laufzeit hingt dabei stark davon ab, wie das Pivotelement gewihlt
wird. Im besten Fall wird die Liste in jedem Rekursionsschritt halbiert.

a 70)=1
a T(n)=n+2 T(n/2)
1 Im besten Fall erreicht man O(n log(n))
» Im schlechtesten Fall gehort das Pivotelement nicht in die Mitte der
sortierten Liste, sondern an einen der Rénder.

» Dann benétigt man in jedem Rekursionsschritt weiterhin einen linearen
Aufwand, aber die Grofle des rekursiven Aufrufs wird nur um eins re-
duziert, genau wie bei Selection- und InsertionSort.

» Im schlechtesten Fall fillt die Laufzeit von QuickSort also auf ©(n?)

Aber:  Parallelisierung durch Map-Reduce Partitionierung einfach
moglich!!!

1 Es gibt keine tiefere Datenabhéangigkiet zwischen den Teillisten und
weiteren Sortierungen — geringer Kommunikationsaufwand!

MergeSort

» QuickSort ist ein effizientes Sortierverfahren, hat jedoch im schlechtesten
Fall quadratische Laufzeit.

» MergeSort ist ein weiteres Sortierverfahren, das dem Teile-und-Herrsche-
Prinzip folgt — aber Bottom-up Ansatz.

» Annahme: Es ist kostenglinstig, aus zwei sortierten Listen eine neue
sortierte Liste zu erzeugen.
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1 Dazu werden nur die jeweils ersten Elemente der beiden sortierten
Listen verglichen und das kleinere von beiden in die Ergebnisliste
geschrieben.

» Beim MergeSort-Algorithmus werden zunéchst einelementige Listen rekur-
siv erzeugt und diese sortierten Listen anschlieend mit zusammengefasst,
bis nur noch eine Liste vorhanden ist

[3101][61[4119][5]1[2](7]

PTRT HH U uoE

[1.3] [4.6] [59] [27]
[1?3,4f6] [2,&5,{9]

s
[1,2,3,4,5,6,7,9]

Abb. 10. Beispiel einer schrittweisen Zusammenfiihrung von kleinen Teillisten
zu groferen [C]

» In Haskell ldsst sich MergeSort wieder rekursiv definieren.

» Die Idee von MergeSort ist, die zu sortierende Liste zu halbieren, die bei-
den Hélften rekursiv zu sortieren und die sortierten Teile wieder zusam-
menzufiigen:

merge [] ys = ys
merge xs [] = xs
merge (x:xs)(y:ys)
| x <=y = x:(merge xs (y:ys))
| otherwise = y:(merge (x:xs) ys)

mSort :: Ord a => [a]l-> [a]

mSort []1 = []

mSort [x]=[x]

mSort xs = merge (mSort erste) (mSort zweite)
where
(erste, zweite) = splitAt haelfte xs
haelfte = div (length xs) 2

» Laufzeitanalyse:

1 Die Laufzeit der merge Funktion ist linear zu der Lange der beiden
Listen.
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d Wenn die Listen die Langen m und n haben, ist die Laufzeit ©(m+n).

[ Da bei diesem Verfahren die Listen garantiert halbiert werden und
in einem Rekursionsschritt nur linearer Aufwand betrieben wird, ist
die Laufzeit auf jeden Fall O(n log(n))

7.7. Stack

(Stapelspeicher / Kellerspeicher)

» Ein Stack ist eine lineare Liste (oder Array) mit zwei speziellen Operatio-
nen, die das Hinzufiigen und Entfernen von Elementen in Last-In First-
Out Reihenfolge ermoglicht:

push s el — s
Ein Element el wird auf dem Stapelspeicher als oberstes Element abgelegt
(top)

pop s — (el,s)
Das oberste Element wird vom Stapelspeicher entfernt

» Stapelspeicher finden bei Funktionen und Funktionsaufrufen Anwendung

1 Auf dem Stapel werden bei einem Funktionsaufruf i.A. die Funktion-
sparameter abgelegt, der Riickgabewert der Funktion, und interne
Informationen die die bei der Terminierung der Funktion erforderlich
sind.

» Ein Stapelspeicher unterstiitzt keine Konkatenation!

PUSH — —> POP

v

t - PUSH-Zeitpunkt

Listenspeicher, meist
durch sequentiellen
Speicher = Array
implementiert.

t n-1

L

Abb. 11. Einfiigen und Entfernen von Elementen bei einem Stapelspeicher
» Stapelspeicher kann direkt mit Haskell Listen implementiert werden

» Laufzeit fur Einfligen und Entfernen ist immer O(1)
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data Stack a = S [a]

create () = []

push (S s) el = el:s

pop S (el:tail) = (el,tail)

7.8. Warteschlange (Queue)

» Eine Warteschlange ist ebenfalls eine Liste mit speziellen Operationen die
das Einfiigen und Entfernen von Elementen in First-In First-Out Reihen-
folge ermoglicht

enqueue el — q
Ein Element am Ende der Liste einfiigen

dequeue g — (el,q)
Ein Element vom Anfang der Liste (Kopf) entfernen

» Als abstrakter Datentyp ist eine Warteschlange ein Containertyp Queue
a, der mehrere Elemente des Typs «a enthalten kann.

» Warteschlangen sind fir viele bekannte Algorithmen wichtig.

» Als erste Idee fir die Implementierung einer Warteschlange kénnte der
Datentyp Liste angedacht werden.

1 Der Test auf eine leere Liste und das Entfernen des ersten Elements
funktionieren bei Listen schnell.

d Um ein Element an eine Liste anzuhdngen, bendtigen wir allerdings
eine Laufzeit von ©(n)
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PUSH =
r
1 t, t ;- PUSH-Zeitpunkt
2 ‘n—l
3 s
4 o tn3
— POP

class Queue a where
-- Test auf leere Warteschlange
empty :: a b -> Bool
-- Einreihen eines Objekts am Ende
enqueue :: b ->a b ->ab
-- Entfernen des Kopfes
dequeue :: a b -> (b,a b)

» Alternativ konnen zwei Listen verwendet werden.

1 Eine Liste bildet dabei den Anfang einer Warteschlange ab und er-
moglicht so eine effiziente Entfernung eines Elements.

[ Durch die zweite Liste wird das effiziente Anhéngen eines Elements
realisiert.

» Wenn ein Element aus der Warteschlange herausgenommen wird, kann es
das letzte Element der ersten Liste sein.

d Dann miissen die Elemente aus der zweiten Liste umgekehrt an die
Stelle der ersten Liste geschrieben werden!
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data Queue a = Q [a][a]

empty :: Queue a -> Bool
empty (Q [1 [1) = True
empty _ = False

create () = Q [1 [J

enqueue :: a —> Queue a -> Queue a
enqueue a (Q x y)=Q x (a:y)

dequeue :: Queue a -> (a, Queue a)
dequeue (Q [1 y) = (y1, Q ys [D
where (yl:ys) = reverse y
dequeue (Q [x] y) = (x, Q (reverse y) [1)

dequeue (Q (x:xs) y) = (x, Qxs y)

» Die Laufzeit der Zweilistenimplementirung ist nicht generell konstant,
denn im schlechtesten Fall hat dequeue einen linearen Aufwand O(n), um
die zweite Liste umzudrehen.

» Anschliefend kann dequeue allerdings n-mal mit konstantem Aufwand

aufgerufen werden.

1 Es scheint als wiirde der gelegentlich auftretende, hohere Aufwand
damit ausgeglichen.

Amortisierte Laufzeitanalyse

» Da die Operationen enqueue und dequeue aber im Mittel gleich haufig
verwendet werden ist eine armortisierte Laufzeitanalyse sinnvoll, d.h.
die mittleren Kosten bei Verwendung der beiden Operationen

» Man kann die Laufzeit einer Sequenz der Lénge n von enqueue und dequeue
Funktionsaufrufen betrachten.

d Wenn die Gesamtlaufzeit O(f(n)) ist, dann ist es sinnvoll, die amor-
tisierte Laufzeit der einzelnen Aufrufe als O(f(n)/n) anzugeben.

Bankiermethode

Eine Moglichkeit die amortisierten Laufzeiten zu bestimmen, ist die so genannte
Bankiermethode (banker’s method).
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» Dabei werden den Operationen nicht nur die tatséchlichen Kosten
zugewiesen, wie es bei der normalen Laufzeitanalyse gemacht wird.

» Es werden zusitzlich noch Kredite hinterlassen oder vorhandene Kredite
konsumiert.

» Jeder enqueue Aufruf benotigt Laufzeit O(1) und hinterlésst einen Kredit
in Hohe 1, was die armotisierten Kosten auf 2 erhéht!

» Ein dequeue Aufruf mit nicht leerer erster Liste benotigt nur O(1)

» Ein dequeue Aufruf mit leerer erster Liste erfordert reverse und benotigt
O(1) um ein Element zu entfernen und O(m) um die Liste umzudrehen

» Die teure Operation verbraucht m Kredite!

» Die armortisierte Laufzeit der Warteschlange wéire dann O’(1)!!! Aber
Datenstrukturen sind in Haskell persistent, d.h. unverdnderlich, und in
der Realitdt kann die armortisierte Laufzeit grofier sein!

Lazy Evaluation

Lazy Evaluation: Ausdriicke werden nur bei Bedarf ausgewertet bzw.
Operationen ausgefiihrt

» Hier: Kritisch, dass es bereits zu spat ist, die zweite Liste erst dann umzu-
drehen, wenn die erste Liste bereits leer ist

» Stattdessen muss dafiir gesorgt werden, dass immer geniigend Elemente
vorhanden sind.

1 Dazu werden zwei Zahler eingefiihrt, die die Lénge der beiden Listen
beinhalten.

d Wann immer die zweite Liste ldnger wird als die erste, drehen wird
sie umgedreht und hinten an die erste Liste angehdngt.
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data Queue a = Q Int [a] Int [a]

empty :: Queue a -> Bool
empty (Q O _ _ _)= True
empty _ = False

queue n x m y
| n >m =Qnzxmy
| otherwise = Q (nt+m) (x++reverse y) 0 []

enqueue :: a -> Queue a -> Queue a
enqueue 2 (Q n x m y) = queue n x (m+1) (a:y)

dequeue :: Queue a -> (a, Queue a)
dequeue (Q n (x:xs) my)=(x, queue (n-1) xs m y)

» Auch bei einem persistenten Gebrauch der Listen ist die amortisierte
Laufzeit konstant!

7.9. Baume

» Die Datenstruktur Baum liegt vielen Algorithmen zu Grunde.
» Ein Baum ist ein spezieller Graph (zyklenfrei)

» Béaume bestehen aus

[ Knoten (enthilt Daten) und

[ Kanten (realisiert die Struktur).

» Der Startknoten wird als Wurzel bezeichnet.

» Daten kénnen nur in den Endknoten (Bléttern) enthalten sein — die Zwis-
chenknoten dienen nur zum Auffinden der Daten

» In den Knoten und an den Kanten kénnen bei Bedarf zusatzliche Infor-
mationen gespeichert werden.

» Alle kreisfreien Datenstrukturen, wie beispielsweise Listen, lassen sich
durch Baume représentieren.
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P

Wurzel

p < - Vorfahre von
Nachfahre von . Knoten f
Knoten a

™,

Teilbaum

Blatt _ - T Tiefe von Knoten g
Vat i Kind von entspricht der Hohe
ater von 7 Knotene von Knoten a
Knoten g s

Abb. 12. (Oben) Verschiedene Bdume (Unten) Terminologie der Badume

inhal | ™™

[—
inhalt 4—’—""; nhalt
| HULL ;
—|_> inhalt

NULL
ihalt inhalt HULL
NULL NULL
NULL NULL

Abb. 13. Aufbau und Verkettung eines Bindrbaumes

» Interessant sind schon wie bei den vorhergehenden Datenstrukturen das
Einfiigen und das Loschen von Elementen und deren Laufzeitkosten.

» Beide Operationen lassen sich auf das Zusammenfiigen von Biu-
men zuriickfiihren.

» Wenn man ein Element in einen existierenden Baum einfiigt, wird ein
Baum mit einem Element zu einem neuen Baum zusammengefiihrt.
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» Wenn ein Element geloscht wird, dann erhélt man zunéchst viele Baume
die wieder miteinander sinnvoll zu einem neuen Baum verbunden werden
miissen.

» Abstrakter Datentyp Baum:

data Baum a =
Nil
| Knoten { key :: a, inhalt :: b, 1T, rT :: (Baum a)}

» Wichtiges Kriterium eines Baumes ist seine Hohe (die Anzahl der Ebenen):

height :: Baum -> Int
height Nil =0
height x = max (height (1T x)) (height (T x)) + 1

» Nur ein balanzierter Baum hat die geringste Hohe
» Die grofite Hohe entsteht beim Grenzfall lineare Liste!

» Bei vielen Anwendungen ist es wichtig, dass die Hohe des Baumes
moglichst gering bleibt, dieser also bestmdglich balanciert ist.

» Suche eines Elements kostet beim balanzierten Bindrbaum ©(log n)!

[ Bei der Suche kann ein abzéhlbarer und eindeutiger Schliissel ver-
wendet werden

1 Ist der aktuelle Knoten nicht der gesuchte, wird im Bindrbaum der
linke Teilbaum durchsucht wenn key < key;, ansonsten der rechte
Teilbaum bei key > key;

search :: Baum -> a -> Maybe b
search Nil _ = Nothing
search x k

| (key x) == k = x

| (key x) <k = (1T %)
| (key x) > k = (2T %)

» Fiir ein Zusammenfiigen von Bdumen kann die Speicherung der Anzahl
der Teilknoten anzahl sinnvoll sein.
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data Baum a =
Nil
| Knoten { anzahl :: Int, key :: a, inhalt :: D,
1T, rT :: (Baum a)}

» Die Rekursionstiefe des Verschmelzens von Bdumen ist abhéngig von der
Tiefe des entstehenden Baums und umgekehrt.

» Beim Zusammenfiigen sollte moglichst gleich ein balanzierter Baume
entstehen — bestenfalls mit Laufzeit ©(log n)). Dazu wird der Parameter
anzahl verwendet.

merge :: Baum a -> Baum a -> Baum a
merge Nil x = x
merge x Nil = x
merge x y |
size x >= size y = x {
elems = size x + size y,
-— das kleine Kind rekursiv mergen
1T=(merge s y),
-- das groflere Kind nicht anfassen
rT = b}
| otherwise = merge y x where
(s,b)=
if (size (1T x) <= size (T x)) then (1T x, rT x)
else (rT x, 1T x)

Balancierung

» Nachtrigliche Balancierung durch Kombination aus Rechts-Links Rota-
tionen moglich
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( Rechte Linke
Rotation Rotation
Links- Rechts-
Rechts Links
° . Rotation

Abb. 14. (Oben) Grundoperationen rechte Rotation im Uhrzeigersinn und linke
Rotation gegen den Uhrzeigersinn (Unten) Kombinationen

=
<

7.10. Graphen

Graph G, Graph G, Graph G,

»D @ ®
©O— O @ @—®

Z

Abb. 15. Verschiedene Graphen: (G1, G4) Gerichtete Graphen (G2, G3) Un-
gerichtete Graphen (G1,G2,G4) Zyklische Graphen mit Schleifen

8. Lost & Found

8.1. Laufzeiteitgenschaften von Algorithmen
» Performanz von Algorithmen kann auf zwei Arten bestimmt werden:
1 Experimentell: Laufzeitmessung unter realen Bedingungen — Ab-
hingig von Rechnerarchitektur und Eingabedaten (Monte Carlso

Simulation erforederlich) — von Computer zu Computer unter-
schiedlich usw.
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1 Analytisch: Abschétzunge der Anzahl der primitiven Operationen
die ein Prozessor durchfiihren muss

» Was genau als primitive Operation festgelegt wird, ist im Allgemeinen
nicht wichtig.

» Stattdessen geht es um die Abschitzung der Laufzeit in Abéngigkeit von
der Grifie der Eingabedaten N — Problemgrofie.

» Die Laufzeitanalyse ist wichtig, um moglichst effiziente Losungen zu
finden. Das ist trotz der immer schneller werdenden Computer sehr
wichtig. Vergleichen

Vergleich der Laufzeitklassen

» Eine gute Laufzeit(klasse) ist wichtiger als ein schneller Computer!

[Laufzeit| n =5 [n=10{ n= 10" [n=10°|n = 10°|
logn | 20us | 30us [ 60us | 100us | 200 us
n S0ps | 100ps| 1ms 10ms | 10s
n-logn [120pus|330ps| 7ms | 100ms | 200s
n [250ps{ Ims [ 100ms | 10s | 116d
n! Ims | 36s [3-10a] o oC
27 [330pus| 10ms [3-10Va | o oc

Abb. 16. Exemplarische Laufzeiten unterschiedlich schneller Algorithmen bei
jeweils 10° Operationen pro Sekunde [C]

8.2. Landau-Symbole

Obere Schranken O

Eine Funktion f ist eine asymptotische obere Schranke einer Funktion g, wenn
es eine Stelle nyg und eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle natiirlichen
Zahlen n>ng stets g(n) < ¢ - f(n) gilt.

Mit Quantorennotation kann man schreiben: 3ng, 3¢, Va>ng : g(n) < ¢ - f(n)

» Das bedeutet, dass ab dem Wert ng fiir alle folgenden n gilt: g(n) ist
immer kleiner/ gleich ¢ - f(n).
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» Es gibt fiir ein f(n) eine sehr grofie Menge von Funktionen g(n),die diese
Bedingung erfiillen.

[ Eine asymptotische oberen Schranke ist definiert durch die Menge
O(f)-

Untere Schranken §2

Im umgekehrten Fall kann man eine asymptotische unteren Schranke definieren.
Man schreibt g € Q(f), wenn es eine Stelle ng und eine Konstante ¢ > 0 gibt,
so dass gilt:

g€ Qf) & J¢, Ing, Vn > ng : g(n) > ¢ - f(n)

Starke obere Schranken o

Die Definition ist ganz dhnlich, lediglich die Konstante ¢ kann nun nicht mehr
frei gewdhlt werden. Die Ungleichung muss fiir alle ¢ gelten:

g € o(f) & Ve, Ing, Vn>np>0: g(n) < ¢ - f(n)

Asymptotisch gleichesWachstum ©

Es gibt auch eine Notation, um auszudriicken, dass zwei Funktionen asympto-
tisch gleich schnellwachsen. Das ist genau dann der Fall, wenn sie sowohl obere
als auch untere Schranke voneinander sind:

g€ O(f) NgeQf) < g€ O(f)

Umgang mit Schranken und Regeln

1. Multiplikation mit Konstanten: Fur alle & >0 gilt: k& - f(n) € ©(f(n))

2. Summen und Produkte. Es gilt:
fi(n) € O(g1(n)) A fa(n) € O(g2(n)) = f1(n) + f2(n) € O(g1(n)+g2(n))

3. Potenzen. Groflere Potenzen sind starke obere Schranken von kleineren
Potenzen. Es gilt:
a<b= n*e o(nP)

4. Polynome. Es gilt:
(nta)® € O(nP)
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5. Logarithmen. Alle Logarithmen (mit einer Basis > 1) unterscheiden sich
nur um eine Konstante, daher gilt:

log, n

6. Logarithmen gegen Potenzen:

€ O(logp, n)

langsamer als normale Potenzen. Es gilt:
(log n)* € o(nP)

Potenzen von Logarithmen wachsen

7. Potenzen gegen Exponentialfunktionen: Potenzen wachsen immer
langsamer als Exponentialfunktionen. Es gilt:
n* € o(b")
| Funktion | Beispiel | Typische Bezeichnung |
1 Nachsehen in einem Array konstant
logn Teile-und-Herrsche logarithmisch
loglogn Suche in sortierten Arrays -
log“n - polylogarithmisch
NG Naiver Primzahltest -
n Maximum einer Liste bestimmen linear
nlogn Vergleichsbasiertes Sortieren -
n’ Alle Paare einer Grundmenge ansehen quadratisch
n’ Lineare Gleichungssysteme 1ésen kubisch
nk - polynomiell
2" Alle Teilmengen untersuchen exponentiell
n! Alle Permutationen untersuchen faktoriell

Abb. 17. Hiufig vorkommende Laufzeiten und deren Bezeichnungen [C]

8.3. Landau-Symbole

Vergleich der Schranken
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8.4. Laufzeiteitanalyse

Best,Worst und Average Case

» Bei der Analyse von Algorithmen wird zwischen verschiedenen Féllen un-
terschieden. So dauert z.B. die Suche in Listen unterschiedlich lange in
Abhéngikeit von der Position.

» Weiterhin kann Optimeirung wie Lazy Evaluation oder Memoization
das tatséchliche Laufzeitverhalten (Klasse) nach unten beeinflussen

[ Die Funktion f n = [1..n] scheint O(n) viele Schritte zu bendtigen.
Wird sie im Kontext g n = head (f n), wird sie eventuell mit ©(1)
optimiert abgearbeitet, da nur das erste Element benotigt wird und
die restliche Liste gar nicht erst produziert wird (Lazy Evaluation).

» Man unterscheidet drei Falle:

[ Best case. Das Element befindet sich gleich am Anfang.

d Worst case. Im schlechtesten Fall steht es ganz am Ende und die
ganze Liste muss durchlaufen werden, bevor es gefunden wird.

1 Average Case. Im Mittel missen ungefiahr die Hélfte der Elemente
angesehen werden.
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» Um eine Komplexitats-klasse zu bezeichnen, gibt man immer die einfach-
ste Funktion an, die geeignet ist, die jeweilige Komplexitats-klasse zu
reprisentieren. Tatséichlich handelt es sich bei O(2n? + 7n — 10) und
O(n?) um dieselben Mengen, man wihlt aber O(n?) als Bezeichnung.

» Analyse von Funktionen wird unter der Annahme einer strikten Auswer-
tung erfolgen (keine Lazy Evaluation)

Beispiel: Fakultatsfunktion

fakul O
fakul n

1
n * fakul (n-1)

» Der Rekursionsanker (Terminierungsausdruck Zeile 1) bendtigt nur kon-
stante Zeit, also ©(1).

» Annahme: Multiplikationen und Subtraktionen sind primitive Operatio-
nen und bendtigen konstante Zeit, also ©(1)

» Die Laufzeit T(n) der Fakultitsfunktion als Rekursionsgleichung
aufgeschreiben:

Beispiel: Elemente in einer Liste finden

suche :: Eq a => a -> [a]-> Maybe a
suche _ [] = Nothing
suche a (x:xs)

| a ==x = Just a

| otherwise = suche a xs

» Bei dieser Funktion héngt die Laufzeit stark von der Art der Eingabe
ab.Wenn das gesuchte Element ganz am Anfang der Liste steht, sind wir
schon mit nur einem Vergleich fertig. Die best-case Laufzeit ist also ©(1).

» Ist es gar nicht vorhanden oder das letzte Element in der Liste, miissen
wir uns alle anderen Elemente einmal ansehen. Im worst-case ist das recht
offensichtlich eine lineare Laufzeit ©(n).
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» D.h. es werden ©(k) Operationen benotigt wenn sich das Element an
Position & befindet

» Es gilt dann:

T(n) = — <> e() =

' o ("("; 1)) =6 (5)=em

n+1

Beispiel: Listen umkehren

reverse :: [a]-> [a]
reverse []=[]
reverse (x:xs) = reverse xs ++ [x]

» Hier gilt dann:

T(0) =
T(n)=n+T(n-1)

» Man erhélt dann folgende Ableitung der Laufzeitklasse aus vorheriger
Rekursionsgleichung:

Tn)=n+n-1)+n-2)+..+1=

S e mr ) e o (2)
=0

» Also quadratische Laufzeitklasse!
» Alternative durch Faltung bendtigt nur O(n - f)4+0(s)=0(n)!!!

foldl :: (a -=> b -> a)-> a -> [b]-> a
foldl _ s []1 = s
foldl f s (x:xs)= foldl f (f s x) Xs

» Das ergibt sich aus der Rekursionsgleichung der Laufzeitanalyse, der
Rekursionsanker benotigt ©(s) Schritte:
T(0) =
T(n)=f+T(n-1)
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8.5.

Lazy Evaluation

Lazy Evaluation (verzogerte Auswertung) ist die bedarfsabhingige
Auswertung von Ausdriicken und Funktionsapplikationen

Die Lazy Evaluation wertet nur Ausdriicke aus, die tatsichlich benotigt
werden. So kann Rechenzeit eingespart werden, und sogar mit problema-
tischen Werten gerechnet wer- den.

Ein Nachteil der verzogerten Auswertung ist, dass man nicht immer wissen
kann, wann ein Ausdruck ausgewertet ist. Falls die Auswertung Neben-
wirkungen hat, ist nicht absehbar, wann diese eintreten.

Nur wenige Laufzeitsysteme unterstiitzen eingebaute Bedarfsauswertung
(OCaML z.B. nur explizit bei Mengen und Listen iber Module) — Tiefe
Codeanalyse u.U. erforderlich! — Lambda Calculus bietet Grundlage
dafir

Die Lazy Evaluation wird in JavaScript anders als in manchen funk-
tionalen Sprachen nicht von der Sprache selbst unterstiitzt. Es gibt
allerdings Bibliotheken, die die Lazy Evaluation in JavaScript ermoglichen
(wu.js).

Auswertungsstrategien

Normal Order

Bei ihr wird von auflen nach innen ausgewertet. Hier wird der Funktion-
srumpf daher vor den Argumenten ausgewertet.

call-by-name

Bei ihr wird zuerst der Funktionsrumpf ausgewertet und dann die Argu-
mente. Bei call-by-name werden dadurch bei einer Funktionsanwendung
die noch nicht ausgewerteten Argumente im Funktions- rumpf ersetzt und
miissen moglicherweise mehrfach ausgewertet werden. Im Gegensatz zur
normal order wird bei call-by-name allerdings ein Funktionsrumpf, der nicht
ange- wendet wird, nicht ausgewertet.

call-by-need

Im Gegensatz zu call-by-name wird ein Argument nur einmal ausgewertet
und dieser ausgewertete Ausdruck wird fiir folgende Verwendungen zwis-
chengespeichert.
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» Die rein funktionale Programmiersprache Haskell benutzt die verzogerte
Auswertungsstrategie call-by-need.

Haskell Beispiele

fn=[1..n]
g n = head (f n)
h order 11 12 = if order == 'left' then reverse 11 else 12

let 13 = h "right" [1..100] [1..200]
JavaScript Beispiele

if (£(x) |l gly) |l h(z)) I;
~
if (£(x)) I else if (g(y)) I else if (h(z)) I;

8.6. Memoization

» Memoization ist keine Programmiermethode sondern ebenfalss wie Lazy
Evulation eine Laufzeitfunktion um die Programmausfithrung zu beschle-
unugen.

» Annahme: Eine Funktion mit dem Parametertupel (p1, p2, .. , Pm)
liefert immer das gleiche Berechnunsgergebnis fiir gleiche Eingabetupel
(v1,02,.,0m) = (Y1,Y25--,Yn)-

[ D.h. Die Ausgabewerte hdngen nur von den Eingabewerten und nicht
von weiteren Variablewerte (freie Variablen mit Seiteneffekten) ab!

» Dann muss fir jedes Eingabetupel (v1,v2,..,um) ein FErgebniswert
(y1,Y2,--,yn) nur einmalig bnerechnet werden.

» Dieser Wert wird gespeichert (an die Funktion gebunden).

» Alle weiteren Funktionsapplikationen mit den gleichen Eingabewert
benétigen nur noch das Lesen des Wertspeichers und keine Neuberech-

nung!!!!
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function alwaysCompute (x) {
if (x<2) return 1;
else return alwaysComoute(x-2)+alwaysCompute(x-1);

}

var memo=[];
function maybeCompute (x) {
if (memo[x] '!'= undefined) return memo [x];
if (x<2) return 1;
else return memo [x]=maybeComoute (x-2)+maybeCompute (x-1);

3

8.7. Kategorien, Funktoren und Monaden

» Im Wesentlichen ist jede Typklasse eine Kategorie.

1 Die mathematische Definition verlangt dafiir nur die Existenz der
Identitatsfunktion und der Funktionskomposition.

» In der Mathematik sind Funktoren F generell Abbildungen von Kate-
gorien in Kategorien.

1 Praktisch parametrisierte Typen und Module

[ In der programmiersprachlichen Verwendung sind es daher Abbil-
dungen von Typen auf Typen, also das, was wir als generische oder
polymorphe Typen bezeichnet haben (wie z.B. Seq )

[ Es gibt einen Operator der die Funktionen der einen Kategorie (d.h.
z.B. Identitat) auf Funktionen der anderern Kategorie abildet &rart;
map Operator!!!

o Fa
F F
o —> Fa 1l |
B FB
Objektabbildung Pfeilabbildung

(Typabbildung) (Funktionsabbildung)

» Kategorien und Funktoren sind — im Kontext funktionaler Sprachen -
eigentlich sehr einfache Konzepte (wenn man von den etwas merkwiirdigen
Namen absieht).

A Das eine sind de facto Typklassen,
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1 das andere generische Datentypen zusammen mit dem Map-
Operator.

» Demgegeniiber sind die Monaden sperriger im Formalismus und Notation.

» In der Mathematik sind Monaden spezielle Funktoren, fiir die gewisse
natiirliche Transformationen existieren.

» Mathematisches Konzept aus der Kategorientheorie und werden in Haskell
unter anderem auch fir die Ein- und Ausgabe verwendet.

» Diese Transformationen sind im Wesentlichen die Funktionen

[ lift - ist einfach, sie stellt eine Einbettung des Basistyps in den gener-
ischen Typ dar (z.B. die Bildung der einelementigen Sequenz aus
einem Element).

[ flatten fiir die Reduktion
1 und & fiir die Kombination

Definition 34.

Monade. Generell lassen sich Monaden einfach charakterisieren: Eine Monade
ist ein polymorpher Typ M zusammen mit vier speziellen Funktionen = , lift |
flatten und &

Beispiel: Debugger als Monade

» Bei der Losung komplexer Probleme, kann schnell der Punkt erre-
icht werden, an dem sich ein geschriebenes Programm anders verhalt
als es erwartet wird. In solchen Situationen wére es hilfreich, wenn
neben den eigentlichen Berechnungen auch noch eine Mitschrift des Pro-
grammablaufs erstellt werden kénnte.

» Angenommen es gibt zwei Funktionen von denen eine Mitschrift bei der
Ausfiihrung erforderlich ist:

f::a->b
g :: b->c

» Die Funktionen konnten jetzt um einen weiteren Riickgabewert (Text)
erweitert werden:

f :: a-> (b, string)
g :: b > (c, string)
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» Nun ist aber die Komposition f(g(z)) nicht mehr méglich da die Typsig-
naturen nicht mehr passen. Stattdessen wird es noch komplizierter:

h x = let
(fErg , fMit)
(gErg , gMit)

f x
g fErg in (gErg , gMit ++ fMit)

» Alternativ kann man eine Funktion verbinde definieren, die den Einga-
betypen anpasst und sich um die nétige Verkniipfung derMitschriften kiim-
mert.

» Da die Erstellung der Mitschriften ein sequentieller Ablauf ist, wird
das Argument vom Typen (a, string) an die erste Stelle gestellt

» Jetzt kann man eine Verkettung von Funktionen ermdglichen, wo die Ar-
gumenten von links nach rechts gelesen werden (Sequenz)

verbinde :: (a,String)-> (a -> (b, String)) -> (b, String)
verbinde (x,s) f = let (fErg , fMit) = f x in (fErg ,s++fMit)

h x = f x ‘verbinde‘ g

» Ein Beispiel mit der Identitdtsfunktion:

= (x, "f aufgerufen. ")
= (x, "g aufgerufen. ")
f x ‘verbinde ¢ g ‘verbinde‘(\x -> (x, "fertig. "))

B 03 Hh
Lo ]
|

Beispiel: Zufallszahlen

» Ebenfalls problematisch ist der Einsatz von Zufallszahlen. Thre Verwen-
dung scheint geradezu ein Widerspruch zum Konzept der mathematischen
Funktionen zu sein, die nur von ihren Eingaben abhéngig sind.

» Zufallszahlengeneratoren sind zustansbehaftet! Daher in Haskell: Wenn
eine Zufallszahl {iber einer Generator erzeugt wird, dann fiihrt in der funk-
tionalen Programmierung zu einem “neuen” Generator.

[ Zufallsgenerator sind tatséchlich Sequenzgeneratoren — Sequenz in
FP — Monade!
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» Haskell bietet zur Erzeugung eines Zufallswerts die in Data.Random
definierte Funktion random :: StdGen -> (a, StdGen)

» D.h. eine Funktion die Zufallszahlen nutzen mochte muss ebenfalls den
modifizierten Genrator als Ergebnis “weiterreichen”:

f :: a -> StdGen -> (b, StdGen)

» Der veranderte Zufallszahlengenerator soll mit dem Ergebnis zuriickgeben-
werden, damit die ndchste Funktion diesen wieder verwenden kann, um
neue Zufallszahlen zu generieren.

» Jetzt wird es wieder mit der Komposition komplex ...

» Daher die Definition der “Monade” random:

verbinde :: (StdGen -> (a, StdGen)) —>

(a -> StdGen -> (b, StdGen)) -> StdGen -> (b, StdGen)
verbinde g f gen = let (a, gen ’) = g gen in f a gen’
einheit x gen = (x, gen)
1ift £ = einheit.f

» Die Funktion lift ermoglicht es, deterministische Funktionen in eine Kette
von nichtdeterministischen Funktionen einzureihen.
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